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Условные обозначения, применяемые в учебнике и их толкование

определение вновь вводимых 
геометрических понятий.

формулировка теоремы.

—  практическая работа.

— геометрическое исследование

—  формулировка аксиомы.

— образец решения задачи или 
практическая работа.

— вопросы, задачи и задания, 
относящиеся к теме.

— активизирующие задания, 
выполняемые самостоятельно 
или в группе.

—  исторические сведения и 
задачи, относящиеся к теме.

—  геометрические головоломки и 
занимательные задачи.

— адреса сведений в интернете.

начало доказательства или 
решения задачи.

окончание доказательства или 
решения задачи.

Схематическое обозначение условия и заключения теоремы

Свойство или элементы, 
необходимые для прове­
дения доказательства

Обозначения, принятые на чертежах

На чертежах равные углы обоз­
начаются одним цветом или 
одинаковым числом дужек.

На чертежах отрезки с равными 
длинами обозначаются одинако­
вым числом черточек.

Сведения, данные в условии 
теоремы или задачи
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/ Реконструированное 
Ахмадом Фергана 

/  устройство д./я
измерения уровня 

воды в Ни. /е.

ПЛАНИМЕТРИЯ.
НАЧАЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ! 

! ПО ГЕОМЕТРИИ
Изучив материал этой главы, вы приобретете следующие

знания и практические навыки:
Знания:

— С зновные сведения по истории геометрии;
— первоначальные геометрические понятия: точка, прямая, плоскость, отрезок, 

луч, угол;
— знать основные сзолства первоначальных геометрических понятий;
— знать определения геометрии и планиметрии;
— различать прямке, острые л туль е углы;
— знать определения смежных и *зертикальных углов и их свойства;
— понимать суть таких понятий как огределенле. а .сиома, теорема и до­

казательство;
— зчать доказа' ельстео гессем методом от противного

Практические навыки:
— Изображать на плоскости осчсзные геометрические фигуры, уметь обоз- 

пэиать, узнаеа ь их и ^итать в соответствии с обозначениями,
— изображать отрезки, сравнивать и измерять их длины;
— изо 5рржать углы, сравнивать и нахолить их градусные меры;
— сизоить геометрические Фигуры и использовать "ри измерениях линейку, 

циркуль, транспортир и тому подобные чертежное инструменты.

©



Геометрия наука и предмет. Задачи геометрии как науки

Первоначальные сведения по геометрии 
появились за 4-5 тысячелетий до наших дней 
в Древнем Египте. В этих краях ежегодные 
разливы Нила смывали посевы. Поэтому для 
того чтобы восстанавливать посевы и уточнять 
размеры налогов, необходимо было размечать 
поля и выполнять необходимые подсчеты (рис. 
1). Древнегреческие ученые переняли у египтян 
способы измерения и учета земель и назвали 
эти знания геометрией. “ Гэометрия ”  -  слово, 
происходящее от греческих слов “гео” -  земля, 
“метрео” -  измерять.

Сведения, относящиеся к геометрии, появи­
лись также в Древнем Вавилоне. В частнос­
ти, историки считают, что теорема Пифагора 
была открыта в Вавилоне. В VII—VI вв. до н.
э. в Хорезме, в низовьях Амударьи, как и в 
Египте, выполнялись работы по учету посевных 
площадей.

В Древнем Египте геометрия была необхо­
дима при сооружении величественных пира­
мид, дворцов, при строительстве жилья. 
Грекам геометрия была нужна не только для 
строительства, но и в мореплавании (рис. 2). 
Именно такие потребности побуждали людей 
изучать различные фигуры и их свойства.

В Древней Греции одним из первых ученых 
был Фалес из Милета, который сформулировал 
и доказал ряд геометрических теорем.

К IV в. н.э. были накоплены многие геомет­
рические понятия и их свойства. Греческий 
ученый Платон обнаружил замечательную 
законом ерность в геометрии: логически 
рассуждая, можно находить новые результаты, 
исходя из уже изученных свойств, наличие

— СЮ--------------------------------



которых была установлено. Такие занятия, 
направленные на воспитание у учащихся 
способности мыслить, привели к тому, что 
геометрия превратилась в одну из основных 
наук, изучавшихся в школе. Плагэн даже велел 
повесить у входа в свою академию лозунг “Да не 
войдет сюда не знающий геометрию!” (рис. 3).

Древнегреческий ученый Евклид, собрал и 
систематизировал известные к тому времени 
геометрические понятия и их свойства в 
книге, известной под названием «Начала». 
На протяжении двух тысячелетий эта книга 
выполняла роль важнейшего учебника для 
школы и способствовала развитию точных 
наук. Изучение геометрии и сегодня во многом 
основано на идеях этой книги.

Наши великие соотечественники Мухаммад 
ал-Хорезми, Ахмад Фергани, Абу Райхан Беруни, 
Абу Али ибн Сина способствовали дальнейшему 
прогрессу этой науки, сохраняя и развивая 
достижения ученых античного мира. На Востоке 
изучению геометрии придавалось большое 
значение. Эту мысль подтверждает и тот факт, 
что слово тиЬапсШз (инженер) происходит от того 
же корня, что и Ьапдаза (геометрия).

Изучаемые нами предметы имеют опреде­
ленную форму. Возьмем, например, кирпич. Он 
имеет форму фигуры, известной вам из курса 
5 класса -  прямоугольного параллелепипеда 
(рис. 4). Он имеет 8 вершин -  точек, 12 ребер -  
отрезков, 6 граней -  прямоугольников.

С понятиями точки, прямой, отрезка, угла, 
квадрата, окружности, куба и шара вы позна­
комились в младших классах (рис. 5-7).

а Геометрия -  это наука о геометрических 
фигурах и их свойствах. треугольник квадрат

Евклид 
(III век до н.

Древнегреческий ученый, 
внесший большой вклад в 
ф ормирование геомет рии  
как науки, известен своим 
сочинением "Начат ”.

точка отрезок

угол



Фигуры, представленные на рисунке 7, -  это 
геометрическая иллюстрация многих природных 
тел. Изучая тела с точки зрения геометрии, 
мы будем принимать во внимание только их 
фигуры.

Точку, отрезок, угол, треугольник и другие 
подобные им плоские фигуры вы будете чертить 
в своих тетрадях. Но пространственные фигуры 
такие как куб, пирамида, шар начертить в тетради 
не удастся. Но получить представление об их 
внешнем виде можно и в тетради.

Планиметрия -  начальный раздел геометрии, 
который изучает свойства геометрических фигур 
на плоскости. Пространственные фигуры изучает 
раздел геометрии, называемый стереометрия.

В Планиметрия -  раздел геометрии, который 
изучает свойства плоских геометрических 
фигур.

Вопросы, задачи и задания
1. Где и как появились и сформировались 

первоначальные сведения по геометрии?
2. В чем смысл слова геометрия и почему она 

была названа таким именем?
3. Каких вы знаете ученых, заложивших основы 

геометрии и внесших вклад в ее развитие?
4. Насколько были необходимы знания, от­

носящиеся к геометрии, при возведении 
исторических памятников и современных 
сооружений Самарканда (рис. 8-9)?

5. Что изучает наука геометрия?
6. Какая часть геометрии относится к плани­

метрии? К стереометрии?
7. Приведите примеры предметов, напоминающих 

геометрические фигуры, и нарисуйте их в 
тетрадях.



8. По каким свойствам фигуры, изображенные на 
рисунках 5 -7 , можно объединить в группы? 
В чем состоят эти свойства?

9. Свойства каких фигур, изображенных на 
рисунках 5-7, изучает планиметрия?

10. На рисунке 10 показана схема футбольного 
поля. Какие геометрические фигуры можно 
увидеть на этой схеме?

11. Сколько треугольников на рисунке 11?
12. Какие фигуры составляют символ, взятый с 

герба Республики Узбекистан (рис. 12)?

Страничку истории.

Ферганский ученый, обуздавший Ни л.
Согласно историческим свидетельствам, наш сооте­
чественник Ахмао ач-Фергани (рис. 13)установив в 861 
г. на реке Нил, непооалек, от Каира, устройство под 
названием "Нтометр ", предназначенное б гя измерения 
уровня воды в Ниле (рис. 14). По научно-техническим 
и архитектурным качествам это сооружение, 
которое считаюсь совершенным и воплощаю в себе 
исключительно смелые геометрические решения, было, 
на протяжении долгого времени жизненно важным 
для крестьян, и сохранилось до наших Онгй. В своем 
"Трактате о конструировании астролябий" Фергани 
оал изящное доказательство важной для астрономии 
теоремы Птолемея. Имя Фергани носит кратер на Луне, 
а в Каире в его честь установлен памятник.

Ахмад ал-Фергани
(797— 875 гг.)

Великий астроном, математик 
и географ. В средние века был 
известен в Европе под именем 
Алфраганус.



Сокровищница математических задач

Известно, что в последнее время компьютерные информационные техно­
логии стремительно развиваются и быстро проникают в образовательную сеть. 
Сегодня \ЛЛЛЛЛ/ -  \А/ог1с1-\А/1с1е-\А/еЬ -  всемирная «паутина», содержит так много 
источников информации, что воспользоваться этим богатством для каждого моло­
дого человека крайне необходимо и полезно. Со специальных \л/еЬ-сайтов можно 
узнать на русском, узбекском, английском и других языках последние новости

из мира математики, найти в 
компьютерных библиотеках 
исключительно много электрон­
ных учебников. Кроме того, с их 
помощью можно найти множес­
тво теоретических материалов, 
методических руководств, много 
задач, примеров с указаниями и 
решениями, в различных источ­
никах даны сведения о проводи­
мых математических конкурсах 
и олимпиадах, о занимательных 
задачах и их решениях.

В частности, по адресу \лллм/.ес1иро|1а1.и2 Министерства народного образования 
можно разыскать интересующие вас сведения из области геометрии.

Ниже приведен список адресов источников информации: 
млллм.ейи.иг- информационный образовательный портал (узбекский, русский, английский): 
млллллребадод.иг -  сайт учреждений по повышению квалификации (узбекский, русский); 
\лмлл/.5с1тоо1.е(1и.ги -  общеобразовательный портал (русский);
\лмлл/.а11Ье51.ги -  электронная библиотека ресурсов интернета (русский); 
м/\лл«.5сГш1еп-ап5-пе12.с1е -  сайт немецкой «Интернет-школы»;
\лмлл/.81исЯепкге15.с1е -  сайт немецких учебных кружков; 
млллллебисазоигсе.ебисайоп.Гг -  французский образовательный сайт;
\лоллл/.ебиста1Ь.1Пгр.Гг -  цифровые ресурсы французского математического образования!; 
Ьйр://та1-дате.паго<1ги/ -  математическая гимнастика, задачи и головоломки; 
Ьйр://та1ЬргоЫет.пагос1.ги/ -  математические кружки, школы и олимпиады (русский); 
ЬНр://та1Ме81.паго<1ги/-  тесты по математике (русский); 
ййр:/Ллголлг.ат8.огд/таЙ1ж е Ь /- Майз оп 1Не \Л/еЬ (английский);
Ьйр:/Ллм\лг.8сЬ57.тзк.ги/со11есЙзтодШт- материалы по истории математики (русский); 
Ьйр:/Ллл(уж.ехропеп1а.ги -  сайт математического образования (русский);
Ьйр:/Ллголлг.пе1Уе.Ьу.ги -  геометрический портал (русский); 
бйр://2абасЫ.тесте.ги -  сайт геометрических задач (русский);
Ьйр:/Ллголлг.та1Ь-оп-Ппе.сот -  занимательные математические задачи (русский).



Простейшие геометрические фигуры: точка, прямая
и плоскость

Точка, прямая и плоскость - основные понятия 
геометрии.

Если прикоснуться карандашом к бумаге, мелом 
к доске, оставив на ней след, или посмотреть на 
звездочку в небе (рис. 1), они покажутся нам такими 
маленькими, что их видимыми размерами можно 
будет пренебречь. Точка — это именно такой объект, 
размеры которого можно не учитывать. Евклид в 
своем геометрическом труде "Начала" определил 
точку как фигуру, не имеющую частей.

Рельсы, уложенные в степи (рис.2), электрические 
провода, натянутые между столбами, луч лазера и 
подобные им объекты - это все примеры прямых 
линий. Луч света также распространяется по прямой. 
Прямая линия бесконечна. Изображая ее на бумаге 
или классной доске, мы чертим только ее часть. 
Но прямая линия всегда может быть неограниченно 
продолжена в обе стороны (рис.4).

Паркетный пол, столешница, стена, потолок, 
тетрадный лист, поверхность воды в озере (рис. 3) 
дают представление о плоскости.

Точки обозначаются заглавными буквами ла­
тинского алфавита А, В, С, Д  ..., прямые-строчными 
буквами а, Ь, с, с1, ... , и запись читается “точка А ”, 
“прямая а ” (рис. 4).

ы Какую бы прямую ни взять на плоскости, 
существуют точки, лежащие на прямой и 
точки, не лежащие на ней.

Например, на рисунке 4 точка А лежит на 
прямой а, точки В и С не лежат на прямой а. Это 
записывают в виде

А е а и В е а, С е а 
и читают “точка А принадлежит прямой а" и “ точка 
В не принадлежит прямой а".

4. В. С-точки  
а -  прямая линия 

4 е а, В е а, С & а



Точка О -  точка пересече­
ния прямых Ь и с.

А В  -  прямая

Если точка О принадлежит и прямой Ь, и прямой 
с, то прямые Ь\л с пересекаются в точке О (рис.5), 
и точка О называется точкой пересечения прямых 
Ь\лс.

Изображенная на рисунке 6 прямая проходит 
через точки А и В.

□  Через любые две различные точки проходит 
одна и только одна прямая.

Из этого свойства следует, что если известны 
две различные точки прямой, то прямая будет 
определена однозначно. Поэтому прямую обычно 
обозначают с помощью лежащих на ней точек. На 
рисунке 6 изображена прямая АВ.

* ■  Каждая прямая разбивает плоскость на две 
части - две полуплоскости.

Прямая считается принадлежащей обеим полу­
плоскостям, на которые она разбивает плоскость. 
На рисунке 7 изображены две полуплоскости, на 
которые плоскость разбивается прямой а.

Примечание. В дальнейшем, говоря две пря­
мые, две точки, .... , мы имеем в виду две раз­
личные прямые, точки.......

[ Задача 1. Прямые а и Ь пересекаются в точке 
А. Прямая а проходит через точку В. Будет ли 
прямая Ь проходить через точку В?

©  Решение. Прямая Ь проходит через точку А, 
но не может проходить через точку В. Иначе обе 
прямые а и Ь проходили бы и через точку В. Но это 
противоречит тому, что через две различные точки 
проходит единственная прямая. Поэтому точка В 
не лежит на прямой Ь. (••)

Следствие. Две прямые пересекаются не 
более чем в одной точке.



Задача2. Точка С  принадлежит прямой АВ. Могут ли быть различными 
прямые АВ  и АС?

к у  Решение. Каждая из прямых АВ  и АС  проходит и через точку А, и через точку
С. Известно, что через две различные точки проходит единственная прямая.
Поэтому эти прямые совпадают, т. е. не будут различными. @

В  Вопросы, задачи и задания
1. Сколько прямых можно провести через а) одну; 

б) две; в) три различные точки? Ответ обоснуйте.
2. Могут ли две прямые пересекаться в двух точках?
3. Отметьте в своей тетради две точки. Проведите 

через них от руки, т. е. не пользуясь линейкой, пря­
мую. Проверьте построение с помощью линейки.
Повторите упражнение еще раз.

4. Какие геометрические фигуры обозначаются как а,
А, АВ?

5. Сколько прямых можно провести через а) три точки; 
б) четыре точки, соединяя их попарно, если никакие 
три из них не лежат на одной прямой?

6. Прочитайте и объясните следующие выражения:
а) А<еЬ; б) СеЬ; в) С&АВ. Начертите соответству­
ющие им чертежи.

7. Начертите на плоскости прямую Ъ и обозначьте на ней 
точку А. Начертите прямую АВ, отличную от прямой 
Ь. Будет ли точка В лежать на прямой Ь?

8. Назовите по возможности больше свойств, характери­
зующих принадлежность точек, прямых, плоскостей 
и полуплоскостей и запишите их символически.

9. Точки А\лВ лежат на прямой с, точка С не принадлежит 
прямой с. Что можно сказать о прямых АВ  и АС?

10. Сколько общих точек может быть у прямых АВ  и 
А К?

11. Сколько прямых изображено на рисунке 9?
12. Обозначены точки пересечения каждых двух из четырех прямых. Каково 

наибольшее число этих точек? А если рассмотреть пять прямых?
13. Расположите на плоскости пять точек так чтобы число прямых, соединяющих 

каждую пару точек, было равно пяти.
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ОА -  луч 
О -  начало луча

о Из трех данных точек, лежащих на одной ] 
прямой, одна и только одна лежит между' 
двумя другими. |

Если на прямой а взять три точки А, В, С 
(рис. 1), то только одна из них -  точка В лежит 
между двумя остальными, т. е. точками А и С. 
Точки А и В лежат по одну сторону от точки С, 
точки В и С лежат по одну сторону от точки А.

П Отрезком называется часть прямой, : 
состоящая из двух ее точек и всех точек, 
лежащих между ними.

На рисунке 2 изображен отрезок. Точки А и 
В -  концы отрезка или его граничные точки. 
Точки, лежащие между ними, называются 
внутренними точками отрезка. Отрезок можно 
обозначать, указывая его концы: “отрезок АВ ", 
“отрезок ВА". Если концы отрезка лежат в одной 
полуплоскости относительно некоторой прямой, 
то отрезок не пересекает эту прямую, в противном 
случае пересекает ее (рис. 3).

Лучом называется часть прямой, состоящая 
из всех точек, лежащих по одну сторону от 
некоторой точки этой прямой.

Точка О некоторой прямой а, разбивает 
прямую на два (взаимно дополняющих друг 
друга) луча с общим началом О. Выбирая на 
прямой некоторую точку А, луч, на котором 
лежит эта точка, обозначают “луч ОА” (рис. 4). 
На первом месте указывают начало луча. Так же 
говорят: “луч ОА исходит из точки О".

Луч можно рассматривать как геометричес­
кую модель луча света. Отсюда и происходит 
термин "луч".



Задача. Дана некоторая прямая и точки А, В, С, Д  не лежащие на ней.
Отрезки ЛЯ и СД пересекают данную прямую, отрезок ЯС не пересекает ее.
Пересекает ли прямую отрезок А Д  (рис. 4)?

©  Решение. Известно, что прямая разбивает 
плоскость на две полуплоскости. Пусть точка 
А принадлежит первой из них. Отрезок АВ  пе­
ресекает прямую. Значит, точка В лежит во второй 
полуплоскости. Отрезок ВС  не пересекается с 
прямой. Значит, точка С  также лежит во второй 
полуплоскости. Отрезок СД пересекает прямую.
Поэтому точка Д  лежит в первой полуплоскости, 
т. е. в одной полуплоскости с точкой А. В таком 
случае отрезок А Д  не пересекает прямую.

Ответ: отрезок АО  не пересекает прямую, (й-

и  Вопросы, задачи и задания
1. Укажите между какими точками лежит точка 

В на рисунке 5.а? Какие точки лежат по одну 
сторону от точки С?

2. Дайте определение отрезка и луча. Как они 
обозначаются?

3. На прямой даны точки С и Д. Совпадают ли 
отрезки СД и ДС? А лучи СД и ДС?

4. В чем различие между отрезком, лучом и 
прямой линией?

5. На сколько частей делят прямую а) одна; 
б) две; в) три; г) 10; д) п точек?

6. Сколько отрезков на рисунке 5.6?
7. Сколько лучей на рисунке 6?
8. Сколько лучей задают 2 точки, лежащие на 

одной прямой? А 3 точки?
9. На сколько частей разбивают плоскость две 

прямые, принадлежащие ей?
10. Дана прямая и не принадлежащие ей точки А,

В, С. Отрезок АВ  пересекает данную прямую, 
а отрезок АС  не пересекает ее. Пересекает ли 
эту прямую отрезок ВС?

©  

а) . А В С о

б) А В С ю

----

1-ая попуги юсность

2-ая полуплоскость



Сравнение отрезке в_

1 Активизирующее упражнение
1. Приведите примеры предметов из окружаю­

щей вас среды, имеющих одинаковую фигуру 
и одинаковые размеры.

2. Как можно проверить на практике, что два 
тетрадных листа одинаковы?

3. На рисунке 1 изображены ладони правой 
и левой рук. Можно ли совместить одну из 
этих фигур с другой? Как это сделать? Про­
демонстрируйте это на своих руках.

□ Две фигуры называются равными, если их 
можно совместить наложением.

С понятием наложения одной фигуры на 
другую вы познакомились на активизирующих 
упражнениях. Можно следующим образом пред­
ставить себе, как это сделать на практике. Для 
того чтобы совместить одну фигуру с другой, 
скопируем вначале на прозрачную бумагу эскиз 
одной из фигур. Затем станем передвигать его 
так чтобы эскиз первой фигуры в точности совпал 
с эскизом второй (рис. 2). Если это можно будет 
сделать, то эти фигуры окажутся равными. 
Иногда для того чтобы совместить одну фигуру с 
другой, приходится предварительно перевернуть 
прозрачную бумагу с изображением фигуры. На 
рисунке 3 рассмотрен такой вариант.

Пусть даны луч с началом О и произвольный 
отрезок АВ. Ясно, что один из концов отрезка 
можно совместить с точкой О, а его второй 
конец с концом отрезка, лежащего на луче и



равного отрезку АВ (рис.4). Такой отрезок будет 
единственным, и это построение называется 
откладыванием данного отрезка на луче от его 
начала.

НщНа произвольном луче, начиная от его 
' начала, можно отложить единственный 
отрезок, равный данному.

Для того чтобы сравнить два отрезка, надо отложить каждый из них на одном и 
том же луче от его начала и, в зависимости оттого, какому из случаев, изображенных 
на рисунке 5, это соответствует, сделать нужное заключение (рис. 5).
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отрезок СО -  половина отрезка АВ

аСередина отрезка -  это точка, которая
делит его на две равные части. {

На рисунке 6 отмечена точка С —середина 
отрезка  АВ. На чертеж е равны е отрезки 
отмечаются равным числом черточек.

В Вопросы, задачи и задания
1. Какие фигуры называются равными?
2. Какие из фигур на рисунке 7 равны?
3. Какие из буквенных обозначений равны как 

геометрические фигуры?

а, Ь, д, с1,1, у, п, о, р, и, д

©
а)

в)

б)

2  —  Геометрия, 7 кл.
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4. Какие из фигур на рисунке 8 равны?
5. Какие из изображенных ниже цифр равны как 

геометрические фигуры?

1 Е З Н 5 Б ; В З О
6. Скопируйте, без искажения размеров, фигуру, 

изображенную на рисунке 9 .а, на бумагу и 
вырежьте. Накладывая ее на геометрическую 
фигуру рисунка 9. б, определите, будут ли они 
равны.

7. На рисунке 10 выберите равные между собой 
фигуры.

8. Какие отрезки будут равны?
9. Как сравниваются отрезки?
10. Что такое середина отрезка?
11. На прямой отмечены точки А. В . С, Л. Сколько 

имеется отрезков с концами в этих точках? 
Выпишите их.

12. В тетради нарисуйте отрезок и отметьте на 
глаз его середину. Результат проверьте ли­
нейкой. Повторите упражнение.

Практическая работа.
На рисунке 10 мы видим созвездие 

“Большая медведица”. Если соединить 
изображения звезд, получится фигура, 
похожая на “ковш”. Соединяя последние 
две звезды “ковша” отрезком АВ  и отла- 
дывая его 5 раз на луче АВ, попадем в 
изображение Полярной звезды. Найдите 
его на рисунке.



Геометрические головоломки
1. 10 одинаковых монет разложены пирамидкой 

как на рисунке 11.а. Поменяв местами 
только 3 монеты, расположите их так, как 
показано на рисунке 11.6.

2. Поменяв местами 3 палочки, поверните 
"рыбу" на рисунке 12 в противоположную 
сторону.

3. У дедушки был сад в форме квадрата. Часть 
сада, показанную на риунке 13, он оставил 
себе. Оставшуюся территорию он разбил 
на участки одинаковой конфигурации и по­
дарил четырем сыновьям. Как ему удалось 
осуществить эту разбивку сада?

4. Отрезки АВ  и СО, изображенные на рисунке 
14, сравните "на глаз", затем проверьте с 
помощью кальки свои выводы.

о о о о  о
е;<5$ Ь

©  о  о о о о

Вывод: В геометрии нужна осторожность: зрение может обмануть!



Длина отрезка и ее свойства. Измерение отрезков

© С  о  
1

А В

А В
1 1

© С Р  
1

А В

А В
1 1

-
1 0,5

Сравнивать длины отрезков, откладывая их 
на луче, не слишком удобно. Узнать, какой из 
отрезков длиннее или короче (т. е. больше или 
меньше) можно, сравнивая их длины.

Выбрем какой-нибудь отрезок за единичный и 
примем его длину за единицу. Длины оставшихся 
отрезков определим по отношению к единичному 
отрезку. Длина отрезка -  положительное число, 
которое показывает, сколько раз можно отложить 
на нем единичный отрезок или его части. Ясно,что 
если выбрать отрезок СО в качестве единичного 
(рис. 1), т. е. принять его длину за 1, то длина 
отрезка АВ будет равна 2. Действительно, отрезок 
С ^  откладывается на отрезке А В два раза.

Если отрезок СО на рисунке 2 принять за 
единичный, то длина отрезка АВ  будет равна 
3,5. На самом деле, на отрезке АВ  отрезок СО 
откладывается три с половиной раза.

Каждый отрезок имеет определенную длину, являющуюся положитель­
ным числом.

В ,\ Активизирующее упражнение
Измерьте длины отрезков АВ, ВС  и АС, изображенных на рисунке 3, с помощью 

линейки. Можно ли установить, какая формула связывает длины этих отрезков.

На прямой отмечены точки А, В\лС. Если точка 
В лежит между точками А и С, то длина отрезка 
АС  есть сумма длин отрезков АВ  и ВС, т.е. имеет 
место равенство Л С = АВ + ВС (рис. 3). Мы примем 
без доказательства это утверждение, касающееся 
длин отрезков:

Если на прямой точка В лежит между точками А и С, т о  длина отрезка ') 
АС равна сумме длин отрезков АВ\л ВС:

А С  = А В  + ВС.



Говорят также, что длина отрезка АВ равна 
расстоянию между точками А и В. Очевидно, что 
отрезки, имеющие равные длины, равны.

С древнейших времен люди использовали 
для измерения длин различные единицы длины.
Например, в Средней Азии были в ходу такие 
единицы, как пядь, локоть, маховая сажень, верста.
Использование различных единиц измерения 
создавало много трудностей. Поэтому, начиная 
с XVIII века, в мире получила распространение 
международная единица длины -  метр.

За эталон 1 метра была принята одна сорока­
миллионная часть Парижского меридиана.

Для измерения длин больших (меньших) 
метра, используются следующие единицы 

1 ни = 1 ООО и; 1 см = 0,01 м; 1 мм = 0,001 м

Длины отрезков измеряются с помощью раз­
личных инструментов. Самые простые из них 
имеют шкалу, т. е. снабжены набором делений 
с числами, служащими для измерения более 
малых длин. Например, если в качестве единицы 
измерения длин принят 1 см, то линейкой на 
рисунке 4, можно измерять отрезки длиной до 5 см.
Пишут, что АВ = 5 см. Если в качестве единицы 
измерения выбрать 1 миллиметр, то длина АВ =
50 мм.

Для измерения длин отрезков в тетрадях используется линейка с миллиметро­
вой шкалой (рис. 5). Для изображения отрезков на доске используется школьная 
линейка с сантиметровой шкалой. Для измерения длин на поверхности земли 
используется рулетка (рис. 6) или специальные землемерные инструменты 
(рис.7).

I Задача. На прямой построены отрезки с

©

концами А, В и С, для которых АВ = 8 си 
ВС  = 11 см. Найти длину отрезка АС.

@  Решение: Рассмотрим следующие случаи:
1) Точки А, В, С расположены на прямой а как



показано на рисунке 8.а. В соответствии со свойствами длин отрезков
АС = АВ + ВС = 11 + 8= 19  (см ).

2) Пусть рассматриваемые отрезки имеют те же длины, что на рисунке 8.а, но 
их концы расположены на прямой а как на рисунке 8.6. Тогда по свойству длин 
ВА +А С =В С , или АС = В С -В А  = 1 1 -8  = 3 (ел?)

3) Точка С не может лежать между точками В и А так, как показано на рисунке
8.е, потому что АВ <ВС.

Таким образом, в зависимости от порядка точек на прямой а, длина отрезка 
АС  равна либо 19 см, либо 3 см. Ответ: 19 см, 3 см. (^5)

6 1
щ-Щ Вопросы, задачи и задания
1. Как измеряются длины отрезков?
2. Назовите основные свойства длины отрезка.
3. А С -1  4. АВ  =3, АС=2ВС, ВС=1 5. АВ = 24, ВС=АС+6, АС=?

2,4 4,2 ______
А В С А С В А С В

6. По рисунку определите длины отрезков АВ, АС, АО, ВС, ВО, СО.

4 9. ...С-Д
1I

ж 4 5 К
1 1 I 1 1 1 1  
8 9 4 ) ”  Гг 13

7. Найти ВС, если ВеАС, А В -7 ,2  см, А С =2 дм.
8. Найти Ш ,  М, МеАВ, АВ = 5, А М =  2,2 и ВМ= 3,6.
9. Отложите "на глаз" на прямой отрезки длиной а) Зел/; б) 7 см, в) 10 см. 

Проверьте правильность построений с помощью линейки.
10. На прямой для точек А, В, С имеем АВ =600 »/, ВС =200 м. Найти АС.
11. На прямой для точек А, В, С  и О имеем АВ= 2, АС=СВ, 2 ^ 0 = 3 5 0 . Найти 

СО.
12. Даны луч и отрезки с длинами АВ = 1,2 см, СО = 2,8 см Используя эти отрезки, 

постройте отрезки с длинами а) 4 см; б) 1,6 см, в) 0,4 см; г) 2,6 см
13. Пусть АВ=  9, обозначьте на отрезке АВ такую точку С, чтобы а) А С -В С  = 1; 

б) АС + ВС  = 11; в )А С + В С  = 10.
14*. Дан отрезок АВ. Постройте отрезки с длиной: а) 2АВ; б) АВ :2; в) АВ:4;

г) 0,75АВ.
15. Для точек А, В, С : АВ=  5,6 см, АС  = 8,9 см и ВС  = 3,3 см. Какая из точек А, В и 

С лежит между двумя другими?



Практическое занятие

2.

3.

Измерьте и запомни­
т е д л и н у  с в о и х  
пяди и шага. Это  
будет полезно вам в 
повседневной жизни.

6.

практи ческие упражнения
Измерьте линейкой длину, ширину и толщину 
вашего учебника по геометрии.
Как можно измерить толщину листа вашего учеб­
ника? Сможете ли вы измерить линейкой диаго­
наль кирпича?
Измерьте на глаз рост учеников вашего класса.
Определите, кто из них самый высокий.
Измерьте линейкой, сколько в вашей пяди сантиметров. Затем измерьте пядями 
размеры нескольких предметов (длину, ширину и высоту парты, высоту и 
ширину окна, длину и ширину доски) и выразите результаты в сантиметрах. 
Измерьте длину вашего шага. Измерьте в шагах длину и ширину школьного 
здания, длину и ширину спортплощадки и выразите их в метрах.
В соответствии с масштабом карты Узбекистана, найдите расстояния между 
различными городами (рис. 1).

Масштаб: 1 см 100 км

^  ы ЛНДижан
у

^ у Л ’вргана^ 
КЫРГЫЗСТАН _

Ургенч Ташкент

^ \Л К И р > |

А Ф Г А К Г И С Г А  Н

Образец:
Нахождение расстояния 
между Ташкентом и 
Бухарой.
По карте с помощью линейки 
найдем, что расстояние между 
городами 4,7 см. Затем по масштабу 
определим, что расстояние на местности 
4,7 • 100 км = 470 км . Ответ: 470 км.



Во многих странах, наряду с международными 
единицами длины, используются также прочие 
единицы длины.

1 дюйм = 2,54 см, 1 миля = 1,609 к\>

7. Диагонали экрана телевизора и монитора ком­
пьютера (рис. 2) измеряются в дюймах. Выразите 
в сантиметрах диагональ 15, 17 и 19-дюймового 
монитора, если 1 дюйм = 2, 54 см.

8. Воспользовавшись сведениями, данными на 
рисунке 3, найдите расстояния от Земли до 
Солнца и до планет и выразите их в километ­
рах.

9. Выразите расстояние между Бухарой и Самар­
кандом в верстах, если 1 верста = 900 м.

Занимательная задача
Измерение расстояний эхолокацией. Для ко­
рабля, плывущего в море, очень важно знать 
глубину моря. Для этого посылается звуковой 
сигнал ко дну и на корабле подсчитывается 
время, за которое сигнал возвращается, от­
разившись от дна. Половина этого времени 
умножается на скорость движения звука в воде — 
1490 м/с, что дает глубину моря. Какова глубина 
моря, если это время равно 3 секундам?

и в



Угол. Сравнение углов. Биссектриса

□  Углом называется фигура, состоящая из 
точки и двух лучей, исходящих из нее.

Лучи, составляющие угол, называются сто­
ронами угла, а их рбщее начало -  вершиной 
угла. На рисунке 1 изображен угол. Точка О -  
вершина угла, лучи ОА и ОБ -е го  стороны. Этот 
угол записывается в виде “/.АОВ" или “/Б О А ” 
и читается “угол АОВ" или “угол БОА ”, В такой 
записи вершина угла всегда помещается в 
середине. Иногда этот угол обозначается в виде 
“/ О ” , что читается угол О ”. На чертеже, для 
изображения отдельно взятого угла, его стороны 
соединяют дужкой как на рисунке 1.

Развернутый угол -  это угол, стороны 
которого лежат на одной прямой.

На рисунке 2 изображены развернутые 
углы.

Пусть дан угол О, отличный от развернутого. 
Рассмотрим отрезок АВ, концы которого лежат 
на сторонах угла (рис. 3).

Если луч ОС пересекает отрезок АВ (рис.З), 
то говорят, что этот луч проходит между сто­
ронами угла. Угол разбивается лучом, прохо­
дящим между его сторонами, на два угла.

Если угол О -  развернутый, то говорят, 
что всякий луч, исходящий из его вершины и 
отличный от его сторон, проходит между его 
сторонами.

Ясно, что угол О, изображенный на рисунке 
4, разбивает плоскость на две части.

Часть плоскости, в которой лежит луч, про­
ходящий между сторонами угла, называется

/АОВ — угол АОВ 
О — вершина угла, лучи ОА, 
ОБ — стороны угла

 О ________
О

б)
 О --------

О
/О  — развернутый угол



внутренней областью угла, вторая часть -  его 
внешней областью.

Пусть даны луч с началом О и угол А, не 
являющийся развернутым (рис. б.а). Известно, 
что прямая разбивает плоскость на две полу­
плоскости. Тогда ясно, что угол, равный углу А, 
одна сторона которого совпадает с лучом О, 
а вторая лежит в выбранной полуплоскости, 
определен однозначно (рис. 5.6).

И От произвольного луча в заданную полуплоскость можно отложить 
единственный угол, равный данному неразвернутому углу.

Для того чтобы сравнить два угла, надо отложить их от некоторого луча в 
заданную полуплоскость. После этого, в зависимости оттого, какой из следующих 
случаев имеет место, делается заключение о равенстве или неравенстве углов:

Если при откладывании /А В С  и /А^В^С^ от луча О (рис.6.в) луч ВА совпадает 
с лучом В^А ,, а луч ВС  с лучом В ] С, до угол ЛВС  называется равным углу А^В^С^, 
что записывается в виде /А В С = /А ]В 1С1 .

На чертеже равенство углов обозначается равным числом дужек.

В случае, изображенном на рисунке 7.в, говорят, что угол АВС больше, чем угол 
А ХВ\СЬ что записывается в виде /.АВС > /А ,В 1С1. Точно так же, в этом случае 
говорят, что угол А^В\С^ меньше угла АВС, и пишут в виде /А ^ В ^ С ^ /А В С  .



а Биссектрисой угла называется луч, де­
лящий угол на два равных угла.

На рисунке 8 изображена биссектриса ОС 
угла АОВ. Для того чтобы обозначить на чертеже 
равенство углов, их стороны соединяют равным 
числом дужек (рис. 8).

[ Задача. Сколько углов имеется на рисунке 
9 и какие из них развернутые?

©  Решение: АЛОВ, /В О С , /С О Б , /Б О Е ,  
/Е О Е , /Е О А  -  6, /А О С , /В О Б , /СОЕ, /Б О Е ,  
/Е О А , / ЕОВ -  6, кроме того, /А О Б , /.ВОЕ, 
/С О Е , /Б О А , /Е О В , /Е О С  -  6 развернутых 
углов.

Ответ: Всего имеется 18 углов, из них 6 -  
развернутые.

1.

2.

3.
4.

6.

7.
8.

9.

Вопросы, задачи и задания
Что называется углом и как он обознача­
ется? \
Что такое развернутый угол?
На какие части разбивает угол плоскость? 
Определите й назовите углы, изображенные 
на рисунке 10
Сколько имеется углов на рисунке 11? За­
пишите в тетрадь их названия.
Что вы понимаете под "откладыванием угла 
от луча" в заданную полуплоскость?
Когда углы равны между собой?
Когда один из углов будет больше или 
меньше другого?
Дайте определение биссектрисы угла.

10. Дан /А О В . Имеют ли смысл следующие 
равенства: /А О В = /В О А ; / А О В = /А В О ; 
/А О В = /О А В ?

11*. Руководствуясь рисунком 12, покажите, что 
/А В Б  = /С В Е , если /А В С = /Б В Е .

/А О С = /С О В  

ОС — биссектриса угла АОВ



И цемие углов. Транспортир

Угол, равный 1 градусу

Пусть развернутый угол разбит лучами, 
проходящими между его сторонами, на 180 
равных углов (рис.1). Один из этих углов 
принимают за единицу измерения-единичный 
угол. Его угловую величину называют гра­
дусом и обозначают 1°. Градусную меру 
любого угла можно определить на основе 
этого выбора единицы измерения углов. 
Градусная мера угла показывает, сколько 
единичных углов и их частей укладывается 
во внутренней области угла.

На рисунке 2 угол АВС  равен 15°. Это 
значит, что в его внутренней области укла­
дываются 15 единичных углов.

Каждый угол имеет определенную | 
градусную меру, которая выражается 
положительным числом. 180° -  гра­
дусная мера развернутого угла.

Градусная мера угла определяется с 
помощью транспортира. Вы познакомились 
с транспортиром в младших классах. Его 
шкала, размещенная на дугообразной части, 
разделена черточками на 180 равных частей, 
каждая из которых соответствует одному 
градусу. На рисунке 3 показан процесс оп­
ределения градусной меры угла с помощью 
транспортира. Вы видите, что угловая ве­
личина угла АОВ  равна 60 градусам, что 
записывается в виде ААОВ = 60°. Легко 
понять, что углы, имеющие одинаковую 
градусную меру, равны, и обратно, градусная 
мера равных углов одна и та же. Больший 
угол имеет большую градусную меру.

центр основание
транспортира транспортира

В
АЛОВ = ААОС + АСОВ



Пусть дан угол АОВ  и луч ОС, проходящий между его сторонами, разбивает 
его на углы АО С  и СОВ (рис. 4). В таком случае очевидно, что градусная мера 
угла АОВ  равна сумме градусных мер углов АО С  и СОВ:

ААОВ = А АОС + АСОВ.
Это свойство можно сформулировать так:

Градусная мера угла равна сумме градусных мер углов, на которые он ■ 
разбивается любым лучом, проходяшим между его сторонами.

Как отложить от данного луча угол с заданной градусной мерой
1. Чертим произвольно выбранный луч ОВ.
2. Основание транспортира накладываем на луч ОВ, а его центр совмещаем с 

точкой О, как показано на рисунке 3.
3. На шкале транспортира находим деление, соответствующее заданной гра­

дусной мере, и отмечаем рядом с ним точку А.
4. Через точки О и А проводим луч. Получаем угол АОВ  с данной градусной 

мерой.

Д  Задача. От данного луча ОВ отложить 
в данную полуплоскость угол 50°.

©  Решение. Основание транспортира нак­
ладываем на луч ОВ, совмещаем его центр 
с точкой О, находим на шкале деление, 
соответствующее 50°, и строим угол. Однако 
прямая ОВ, которой принадлежит луч ОВ, 
разбивает, как мы знаем, плоскость на две полуплоскости. Значит, в каждую 
полуплоскость можно от данного луча отложить угол, равный 50°, и только один. 

ААхОВ = АА2ОВ = 50° (рис. 5). ©

При измерении углов используются и доли градуса. А именно, 1/60 часть 1° 
называется «минута», 1/3600 часть -  «секунда», которые помечаются значками «'» 
и «"» соответственно. Например, угол, имеющий величину 45 градусов 38 минут 
59 секунд, записывается как 45°38'59". Запомните: 1° = 60', 1' = 60".

В  Вопросы, задачи и задания
1. Чему равна градусная мера развернутого угла?
2. Какой угол вы имеете в виду, говоря, что угол равен 1°?
3. Будут ли равны углы, имеющие равные градусные меры?



4. Как строится угол, имеющий данную градусную меру?
5. Постройте с помощью транспортира углы 10°, 30°, 70°, 100° и 160°.
6. а) /А О В = ?  б ) / А О В  = 120°, х=?  в) /А О П  = Ю5°, х  = ?

Странички истории

Астролябия -  астрономический инстру­
мент для измерения углов, изобретенный 
древнегреческим астрономом Гиппархом 
(180—125 г. до н.э.) (рис. 7). С помои(ью 
эт ого прост ого инст румент а мож но  
измерить десятки углов. В Самаркандской 
астрономической обсерватории Улугбека

\  ^  во  90 1 0 0 , -
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7. От луча 1В отложите /А О В  = 150°
8. Постройте углы 60° и 120°, обладающие 

общей стороной. Какой получился 
угол?

9. Пройдет ли луч ОЕ между сторонами 
/А О В , если а) /А О Е -2 0 ° , /Е О В  = 40°, 
АОВ = 60°; б) /А О Е  = 80°, ^ 0 5  = 120°; 
в ) / А О Е > / А О В ?

10. В тетради начертите луч и отложите от 
него "на глаз", пользуясь только линейкой, 
углы 15°, 30°, 45°, 60°, 75°, 90°, 120° и 
150°. Затем измерьте построенные углы 
транспортиром и проверьте, насколько 
вы были точны. Повторите упражнение.

11. Чему равны градусные меры углов меж­
ду стрелками часов а) в 3.00 ч; б) в 6.00 ч?

12. С помощью рисунка 6 определите гра­
дусные меры углов АОВ, АОС, АОО, 
ВОС, ВОО  и от



производились работы по измерению углов между светилами. В этой большой 
обсерватории было много астрономических инструментов (рис. 8). К  ним относился 
не имевший аналогов вертикальный квадрант для измерений углов и геометрических 
вычислений. Он имел радиус 42 м! С помощью этого инструмента Улугбек уточнил 
положение 1018 звезд на небесной сфере и привел эти данные в своем труде 
"Гураганский зидж". На рисунке 9 показан этот квадрант. Сравните его размеры с 
европейским средневековьем квадрантом фис. 10). Сегодня в геодезической практике 
для измерения углов используется теооолит. (рис. 11).

• м  1-ая контрольная работа

Образец контрольной работы состоит из двух 
частей:

I. Теоретическая часть. Сколько геометрических 
фигур вы узнали до настоящего времени. Дайте их 
определения и выпишите их свойства.

II. Практическая часть. Решите следующие задачи 
(задача 4 для желающих получить “отлично”):
1. Для точек А, В и С, лежащих на одной прямой, 

АВ = 9 см,, А С = 12 см. Найти длину отрезка ВС.
2. АВ = 48, А С =3 ВС, ВС  = ?
3. Найти градусную меру угла БОС, если АА ОЕ=140° 

(рис. 2).
4*. Чему равна градусная мера угла, образованного 

часовыми стрелками в 5.00 часов?

© в
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Виды углов: прямой, острый и тупой углы

Мы говорили на предыдущих занятиях, что 
градусная мера развернутого угла равна 180°. 
Короче говоря: "Развернутый угол равен 180е" 
Углы, меньшие развернутого, различаются по 
величине: Если градусная мера угла: меньше 90е 
(рис. 1 .а), то он называется острым углом\ 
равна 90° (рис. 1.6), то это прямой угол; 
заключена между 90° и 180° (рис.1.в), то угол 
называется тупым углом.

На чертеже прямой угол выделяют так, как 
показано на рисунке 1.6.

З з С ч Ч ! ,  Пусть ААОЮ  =135°, А А О В  = 
=АВОС =АСОЮ (рис. 2.о). Найти

а) сколько на чертеже острых, тупых и прямых углов;
б) угол между биссектрисами углов АО В и СОИ.

© Решение. а) Пусть А А О В -А В О С  = А С О И -а . 
Тогда, по основному свойству измерения углов, 
АА О И  = а + а + а  = 135°, откуда а=45°. Значит, 
ААОС=2а=90°, АВОБ =2а=90°. Таким образом, на 
чертеже три острых угла, два прямых угла и один 
тупой угол.

б) Пусть 0 0 1 и 0 О 2 -  соответствующие бис­
сектрисы (рис. 2.6). Так как ААОВ=а СОО=45е, то, 
по определению биссектрисы угла,

А О р В  = А О р С  = ̂  =22,5°.

Находим искомый угол
А О р О г = А О р В  + АВОС  + А С 0 0 2 =

= 2 + а + 2 =2а = 90°- 
т. е. АО ОО  — прямой.



И  Вопросы, задачи и задания
1. Какой угол называется прямым? Приведите 

примеры прямых углов из повседневной жизни.
2. В чем различие между острыми и тупыми уг­

лами?
3. Начертите три угла и обозначьте их АЛОВ, 

АМИЕ, АРО^К соответственно. Измерьте их 
транспортиром и определите их виды.

4. Начертите луч О А. Постройте с помощью 
транспортира углы АОВ, АОС \лАОБ с угловыми 
величинами 25°, 72° и 146° соответственно.

5. Какой угол образует биссектриса прямого угла с 
его сторонами?

6. Сколько на рисунке 3: а) острых; б) тупых; в) 
прямых; г) развернутых углов?

7. Сколько на рисунке 4 имеется острых углов и 
сколько тупых углов?

8. Сможете ли вы получить прямой угол, сгибая лист 
бумаги?

9. Когда часовая и минутная стрелки часов образуют 
прямой угол?

10. На сколько градусов повернется часовая стрелка 
за: а) 1 час; б) 6 часов; в) 2 минуты?

11. На сколько градусов повернется минутная 
стрелка за: а) 1 минуту; б) 5 минут; в) 0,5 часа?

12*. Определите угол между часовой и минутной 
стрелками в: а) 1430; б) 1530 (рис. 5).

13. Угол ААОВ  разделен на четыре равных угла 
лучами ОС, О Б  и ОЕ. Биссектрисами каких углов 
будут эти лучи?

3 Геометрия. 7 кл. Ж ----------



Смежные и вертикальные углы и их свойства

©
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ААОВЛ смежные
АВОС) углы

Два угла называются смежными углами, 
если у них одна сторона общая, а две 
другие образуют прямую линию.

Углы АОВ  и БОС  на рисунке 1 являются 
смежными.

I Активизирующее упражнение
а) Покажите, что сумма смежных углов будет 

развернутым углом.
б) Покажите, что если смежные углы равны, то 

они являются прямыми углами.
в) Какие из углов АЛ, А2, АЗ и АА, образующихся 

при пересечении двух прямых (рис.2), 
являются смежными углами?

По определению смежных углов справедливо 
следующее свойство.

Свойство. Сумма смежных углов равна 
180° .

Проверьте его самостоятельно. 
Вертикальными углами называются два 
несмежных угла, которые образуются при 
пересечении двух прямых.

Углы АЛ и АЗ на рисунке 3 -  вертикальные. Точно так же и углы А2 и АА 
являются вертикальными.

Теперь докажем следующее свойство вертикальных углов.
Свойство. Вертикальные углы равны.
Пусть АЛ и АЗ являются вертикальными углами (рис. 3). Докажем, что 

справедливо равенство АЛ = АЗ.
Доказательство: АЛ + А2 = 180°, так как АЛ и А2 -  смежные углы.

А2 + АЗ = 180°, так как А2 и АЗ также смежные углы.
Из этих равенств следует, что АЛ + А ^ - АЗ. Отсюда АЛ = АЗ.
Свойство доказано.



Итак, при пересечении двух прямых образуются вертикальные и смежные углы. 
Каждые два смежных угла составляют в сумме один развернутый угол. Если один из 
них больше 90°, то второй будет меньше 90°. Тот из смежных углов, градусная мера 
которого меньше, принимается по определению за угол между пересекающимися 
прямыми. Например, на рисунке 4 угол между прямыми составляет 30°. Говорят 
также, что "прямые пересекаются под углом 30е".

Задача. Один из двух углов, образующихся 
при пересечении двух прямых, больше второго 
на 24е. Найти углы между этими прямыми.

©  Решение. Как вы знаете, при пересечении 
двух прямых образуются смежные и вертикальные 
углы (рис. 5). Вертикальные углы равны. Значит, 
в условии говорится о смежных углах. Если 
обозначить меньший из них через х, то больший угол равен х+24°. По свойству 
смежных углов дг+х+24е = 180е. Тогда х=78° и х  + 24° = 102°.Таким образом, при 
пересечении прямых а и Ь получаются углы 78е, 102°, 78°и 102°.

Ответ: 78е, 102°, 78°и 102°.

©
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ВВопросы и упражнения
1. Какие углы называются смежными?
2. Чему равна сумма смежных углов? Обоснуйте свой ответ.
3. Могут ли смежные углы быть равными друг другу?
4. Какие углы называются вертикальными? Покажите их на чертеже.
5. Сформулируйте основное свойство вертикальных углов.
6. Найти углы, смежные углам 20е, 30е, 45°, 90е.
7. Найти смежные углы, один из которых втрое больше другого.
8. Могут ли оба смежных угла быть: а) острыми; б) прямыми; в) тупыми 

углами?
9. Будут ли углы, смежные равным, также равны?
10. Найти неизвестный угол х.



11. Найти неизвестный угол х.

а) 6)

Ъхг у 4 \ ^

12. Найти смежные углы, если их градусны е меры относятся как
а) 2:7; б) 11:25; в) 1:9.

13. Составить задачу в соответствии с чертежом и решить ее.

а) в)

14.

15.

у  -  х  = 30° х : у  = 4 : 5 2х = 3_у
Найти все углы, образующиеся при пересечении двух прямых, если один из 
этих углов равен 40°.
Всегда ли верно утверждение: "Если два угла равны, то они являются 
вертикальными углами"?

Гэометрическая головоломка
Соберите китайскую игрушку Танграм. 

Для этого скопируйте на плотную бумагу 
квадрат и, разделив его на семь частей так, 
как показано на рисунке 13, вырежьте их.

П осле это го  со б е р и те  ф и гур ки , 
изображенные на рисунке 14, используя при 
этом все без исключения части игрушки.

©
г) д) ^  е) Ъ А  ж> з) л  и)  к) ц  ^



Последовательность рассуждений и их взаимосвязь 
при изучении геометрии

Мы уже познакомились с целым рядом геометрических фигур и их свойствами. 
Например, на предыдущем занятии мы узнали, что такое вертикальные углы и 
показали, что они всегда равны. Вспомните, мы еще не знали, о чем идет речь, но 
все же доказали утверждение: “Вертикальные углы равны”, проведя необходимые 
рассуждения. Мы познакомились подобным образом с тем, что называется 
“доказательством". Возможно, древнегреческий математик Фалес из Милета 
(625 -527 гт. до н.э.) был первым, кто ввел в геометрию понятие “доказательства".

Доказать некоторое утверждение -  это значит показать путем логических 
рассуждений, что оно верно. Утверждение, справедливость которого устанавливается 
с помощью доказательства, называется теоремой. Формулировка теоремы 
состоит обычно из условия и заключения.-В первой части -  условии теоремы, речь 
идет о том, что известно, в заключении о том, что требуется доказать.

Теорема. Если смежные углы равны, то каждый из них является 
прямым углом.

Условие этой теоремы: “равенство смежных углов”, заключение: “каждый из 
них является прямым углом”. Доказать теорему- это значит, воспользовавшись 
ее условием, то есть тем, что уже известно о рассматриваемом предмете, 
путем рассуждений убедиться в справедливости утверждения, содержащегося 
в заключительной части теоремы. Уточнение того, о чем говорится в условии и 
заключении теоремы, прояснит ее содержание и облегчит процесс доказательства. 
Поэтому перед доказательством полезно выделить из формулировки условие и 
заключение. Например, приведенную выше теорему перепишем в виде:

Дане АА и /.В  -  смежаю углы, 
АА = АВ О

Надо доказать-
АА = АВ = 90°

1 1
(^Условие тесремьГ^} (^Заключение теоремы}}

В общем случае, разбив формулировку теоремы на условие и заключение, ее 
можно схематически представить в следующем виде:

(  ̂ '  — —
Если имеет место А, то имеет место В.

(^Условие теоремьГ}} (^Заключение теоремы}



Основные понят ия и аксиомы. Точка, прямая и плоскость считаются 
основными понятиями геометрии. Мы не определяем их. Основные понятия 
геометрии -  это понятия, ясные сами по себе. Если сравнить геометрию со 
зданием, то основные понятия -  это его фундамент. С помощью основных понятий 
даются определения новых понятий и фигур, т. е. объяснения того, что это такое. В 
учебнике определения выделены значком^Д , потому что они важны при изучении 
геометрии.

Кроме того, мы приняли в качестве очевидных те свойства, которыми обладают 
точка, прямая и плоскость. Такие свойства называются аксиомами. Если вы

обратили внимание, все аксиомы в учебнике выделены в основном тексте значком

□  Приведем примеры аксиом, с которыми вы уже познакомились (перепишите

оставшиеся аксиомы, разыскав их на страницах учебника):
1. Какова бы ни была прямая на плоскости, существуют точки, которые 

принадлежат этой прямой, и точки, которые ей не принадлежат.
2. Через любые две точки можно провести одну и только одну прямую.
3. Из трех точек, принадлежащих прямой, одна и только одна лежит между 

двумя другими.

Геометрические понятия вводятся в определенной логической последо­
вательности. Прежде всего вводятся основные понятия, лежащие в основе 
геометрии, и аксиомы, которые не доказываются. Далее с их помощью 
определяются новые понятия и уточняются их свойства. Часть из них принимается 
без доказательств, т. е. в качестве аксиом. Остальные свойства формулируются 
в виде теорем, которые доказываются применением логических рассуждений 
на основе аксиом и уже доказанных теорем. В процессе рассуждений нельзя 
пользоваться свойствами, справедливость которых не доказана, даже если они 
кажутся очевидными -  это противоречит логике построения геометрии.

и  Вопросы, задачи и задания
1. Что такое определение? Какие понятия принимаются без определений?
2. Что такое теорема? Из каких частей она состоит?
3. Как доказываются теоремы? Что вы понимаете под доказательством?
4. Что такое аксиома?
5. Если некоторое свойство фигуры очевидно из чертежа, можно ли использовать 

его без доказательства?
6. Какие из приведенных ниже утверждений приняты без доказательства:

1) через любые две точки можно провести одну и только одну прямую;



2) развернутый угол в два раза больше прямого угла;
3) сумма смежных углов равна 180°;
4) каждый угол имеет биссектрису;
5) у каждого отрезка есть только одна середина;
6) для каждого положительного числа существует отрезок, длина которого 

равна этому числу?
7. Можно ли принять без доказательства утверждение: “Если для точек А, В, 

С, Д  лежащих на прямой, АВ = СО, то совпадают середины отрезков АО  и 
ВС"?

8. Найдите доказательства свойств, относящихся к пройденным темам.

Перпендикулярные прямые

Активизирую< цее упражнение
Что можно сказать об углах, образующихся при 

пересечении двух прямых, если один из них прямой 
угол (рис. 1)?

а Прямые, пересекающиеся под прямым углом 
(т. е. углом, равным 90°), называются перпенди­
кулярными прямыми.
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На рисунке 1 прямая о перпендикулярна другой прямой Ь. Перпендикулярность 
этих прямых обозначается специальным значком а ±  Ь , что читают так: “прямая 
а перпендикулярна прямой Ь" или "прямые а и Ь взаимно перпендикулярны". При 
пересечении перпендикулярных прямых образуются четыре прямых угла.

Отрезки, лучи и прямые, лежащие на перпендикулярных прямых, также 
называются взаимно перпендикулярными.

Теорема. Через каждую точку прямой можно провести единственную 
перпендикулярную ей прямую.

©  Доказательство. Пусть даны прямая АВ и точка 
О , принадлежащая ей (рис. 2). Известно, что от луча ОБ 
можно в заданную полуплоскость отложить угол СОВ, 
равный 90°. Тогда прямая СО будет перпендикулярна 
прямой АВ.
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Докажем теперь единственность этой прямой. Предположим, что существует 
еще одна прямая ИО, проходящая через точку О и перпендикулярная данной 
прямой АВ. В таком случае, каждый из углов ООВ и СОВ равен 90° и отложен 
от данного луча ОВ в заданную полуплоскость. Однако от луча ОВ в заданную 
полуплоскость может быть отложен только один угол, равный 90°.

Следовательно, через точку О проходит только одна прямая, перпендикулярная 
прямой АВ. Теорема доказана. ©

Задача. На рисунке 3 имеем ^1 = ^4 , ^ 2 = ^ 3 . Показать, что СО±АЕ.

©  Решение: Пусть ^  1 = / А =а, / .2 =АЗ = р. По свойству 
измерения углов
ААОЕ=А 1+А2 + АЗ +^4  = а + р  + а + р  = 2а + 2р=180°, 
2(а + р)= 180°, т. е. а+р=90°. Тогда СО±АЕ, т. к. 
ААОС=А  1+^2 = а+р = 9 0 . ©

Пусть даны прямая л-и точка А, не лежащая на 
ней. Соединим точку А с некоторой точкой В прямой
а. Если прямая, на которой лежит отрезок А В, не 
перпендикулярна прямой а, то этот отрезок называется 
наклонной (рис. 4). Если же отрезок АВ  лежит на 
прямой, перпендикулярной прямой а, то этот отрезок 
называется перпендикуляром, опущенным из точки А 
на прямую а. На рисунке 5 отрезок А В -  перпендикуляр, 
опущенный на прямую о. Точка В-основание наклонной 
(перпендикуляра).
Практические способы построения перпендикуляра 
к прямой
1-ый способ. С помощью транспортира (рис. 6.а). 

2-ой способ. С помощью чертежного угольника (рис. 6.6).



Геометрическое исследование
Начертите прямую. Из точки, не лежащей на ней, опустите на прямую 

перпендикуляр и несколько наклонных. Измерьте длины перпендикуляра и 
наклонных. Какой отрезок имеет наименьшую длину? Сформулируйте свой ответ 
в виде предположения. Можно ли принять это предположение без доказательства 
или его обязательно нужно доказать?

Упражнение. На рисунке 7 дан план фермерского 
хозяйства.
1. Фермер намеревается проложить дорогу от дома 

до фермы. Вы сумеете посоветовать ему, по какой 
прямой следует направить дорогу? Начертите этот 
путь на плане. Почему вы его выбрали?

2. Фермер хочет проложить кратчайшую дорогу и до 
канала. Какой путь вы ему посоветуете? Почему? 
Начертите этот путь?
Вы знаете, что кратчайший путь, соединяющий 

точки А и В  -  это отрезок АВ. Поэтому в младших 
классах длину отрезка АВ  называли расстоянием 
от точки А до точки В. Подобно этому расстоянием 
от точки А до прямой а естественно назвать длину 
перпендикуляра АВ, опущенного из точки А на прямую
а. Легко понять, что этот отрезок будет короче любой 
наклонной, опущенной из точки А на прямую а (рис. 9). 
Однако это утверждение нуждается в доказательстве, 
которое будет предложено позже.При строительстве 
дома перпендикулярность стен к полу проверяется 
с помощью отвеса (рис. 10).

и Вопросы, задачи и задания

© В ферма

!/-
*А дом фермера

1. .1.
1" Г  "II I I
Ю.1 , .1

I I II I Iт~т
Е Г Х

© - 
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1. Какие прямые называются взаимно перпен­
дикулярными? Приведите пример на чертеже.

2. Сколько перпендикуляров можно опустить из данной точки на прямую? 
Обоснуйте свой ответ.
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3. Что называется перпендикуляром, опущенным 
из данной точки на прямую?

4. Что называется наклонной, проведенной из точки 
к прямой?

5. Сколько наклонных можно провести из точки А 
к прямой?

6. С помощью линейки и чертежного угольника 
восставить перпендикуляр к прямой из точки, 
лежащей на этой прямой.

7. Отметьте на прямой а точки А, В, С  и с помощью 
транспортира проведите через каждую из точек 
перпендикуляр к прямой а.

8. Какова градусная мера угла, вертикального к 
прямому углу?

9. Прямая а пересекает стороны угла А в точ­
ках В  и С. Могут ли прямые АВ  и А С  быть 
перпендикулярными к прямой а?

10. При пересечении двух прямых образуются 
четыре равных угла. Будут ли эти прямые 
взаимно перпендикулярными?

11. Найти неизвестный угол х  на рисунке 11.
12. Покажите, что если 0 В 1 0 И ,  0 А 1 0 С ,  то 

ААОВ=АСОО (рис. 12).
13. Что называется расстоянием от точки до пря­

мой?
14. С помощью угольника найдите расстояния от 

точки А до прямых а, Ь\лс (рис. 13).
15. С помощью транспортира и линейки найдите 

кратчайший путь от дома отдыха до железной 
дороги (рис.14). Масштаб 1 : 10000.

Геометрические головоломки

1. Составьте 3 равных квадрата из а) 10; б) 11 
одинаковых палочек.

2. Сумеете ли вы составить из 12 одинаковых 
палочек а) 4; б) 6 равных квадратов?



3. Обведите фигуру на рисунке 15, не отрывая 
карандаш от бумаги и не проходя ни по одному 
отрезку дважды.

4. На берегу реки расположены 5 сел, три из них 
на одном берегу реки, а оставшиеся два -  на 
другом (рис. 16). Каждое село непосредственно 
связано дорогами с оставшимися селами. 
Сколько дорог пересекают реку?

Метод доказательства от противного14

Я ошибся, 
в город ведет другая 

дорога

Метод, который был использован при 
доказательстве единственности прямой в 
теореме урока 13, называется “методом 
доказательства от противного". Этот метод 
основан на следующей простой логической 
задаче. Предположим, что идя по дороге, вы 
пришли к развилке (рис. 1). Вы знаете, что из 
этих дорог только одна выведет вас к нужному 
вам месту в городе. На указателе дорог 
показано, какой путь приведет вас к цели. Но 
вы не поверили этому указанию и отправились 
в путь по другой дороге. Вы шли и шли, пока 
не вышли к какому-то незнакомому вам селу. 
Какая же мысль сразу же придет вам в голову? 
Конечно, вы скажете: “Надпись на указателе 
была верной!" (рис. 2).

При доказательстве от противного, вы 
выбираете тот же метод. Предположим, что 
утверждение, составляющее условие теоремы, 
выполнено. Тогда возможны 2 варианта:



1 вариант. Утверждение, составляющее заключение теоремы, верно.
2 вариант. Утверждение, составляющее заключение теоремы, не верно.
Выбирается утверждение, противоположное заключению теоремы. Если на

этом пути, в результате логических рассуждений, приходим к выводу, который 
противоречит утверждению, справедливость которого была доказана или принята 
в качестве аксиомы, то это означает, что была выбрана неверная “дорога". Это, в 
свою очередь, означает, что верна первая “дорога”, т. е. утверждение, приведенное 
в условии теоремы, приводит к верному утверждению, составляющему заключение 
теоремы. Что и доказывает теорему.

При доказательстве теорем этим методом следует: а) верно сформулировать 
утверждение, противоположное тому, что надо доказать; б) делать логически 
обоснованные выводы, следующие из принятого утверждения и прочих известных 
свойств; в) найти, в чем заключается противоречие с уже известными свойствами.

Активизирующее упражнение
Сформулируйте утверждения, противоположные приведенным ниже:
а) отрезок СО пересекает прямую о;
б) точки А и В  лежат по одну сторону от прямой а;
в) длина отрезка СО равна 15;
г) угол А ОБ не является прямым;
д) /Л В С  > /.МЫС,
е) длина наклонной АВ  больше длины перпендикуляра АС.

Теорема Две прямые, перпендикулярные одной и той же прямой, не 
пересекаются.

И

@ Д оказат ельст во . Мысленно перегнем 
рисунок 3 вдоль прямой СО, совместив 
верхнюю и нижнюю полуплоскости. Так как углы 
1 и 2 равны, то луч С А совпадет с лучом САЛ. 
Точно так же луч ОБ  совпадет с лучом ОВу



Предположим, что условия теоремы выпол­
нены, но заменим ее заключение на проти­
воположное: прямые ААЛ и ВВ1 пересекаются и 
пусть точка М -  их точка пересечения (рис. 4). В 
таком случае, перегибая чертеж по прямой СО, 
мы совместим верхнюю и нижнюю полуплоскости 
и точка М совпадет с некоторой точкой М, ниж­
ней полуплоскости, также принадлежащей 
прямым ААЛ и ВВу Но через две (различные) 
точки проходит одна и только одна прямая (аксиома о принадлежности точек и 
прямых). Итак, предположив, что прямые АА ] и ВВХ пересекаются, мы пришли к 
противоречию. Значит, прямые А А Х и ВВХ не пересекаются.

Гровема доказана. (;У)
Следствие Через точку, не лежащую на прямой, проходит единственная пря­

мая, перпендикулярная этой прямой.
Докажите это утверждение самостоятельно.

В  Вопросы, задачи и задания

1. На каком правиле основан метод доказательства от противного?
2. Пусть точки А, В  и С лежат на одной прямой и: а) АВ  =  3,6; ВС = 5,4; АС = 9;

б) АВ = 2,4; ВС = 4,2; А С =  1,8. Докажите, что точка С не может лежать между 
точками А и В. Какая из этих точек лежит между двумя другими?

3. На плоскости даны три точки А, В и С: АВ  = 2,6, АС  = 8,3, ВС  = 6,7. Докажите, 
что эти точки не могут лежать на одной прямой.

4. Найдите угол между биссектрисами двух смежных углов.
5. Докажите теорему о равенстве двух вертикальных углов методом доказа­

тельства от противного.
6. Докажите, что биссектрисы вертикальных углов лежат на одной прямой.
7. Какой из лучей ОА, ОБ и ОС  проходит между двумя другими лучами, если 

/А О В  = 58°, АВОС = 17° и ААОС = 41°.
8. Сумма двух углов, образующихся при пересечении двух прямых, равна 120°. 

Найдите эти углы.
9. Сумма двух углов, образующихся при пересечении двух прямых, не равна 

180°. Докажите, что эти углы являются вертикальными.
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1  Практическое занятие

1. Найдите клад.
На рисунке 1 изображены карта и луч АВ. Отложите от этого луча в 

полуплоскость, на которой нарисовано озеро, угол, равный 60°. От вершины 
построенного угла по стороне, отличной от стороны АВ, пройдите 60.и и попадете 
в точку С. От луча С А в полуплоскость, где нарисовано озеро, отложите угол 120°. 
От вершины построенного угла по стороне, отличной от стороны СА, пройдите 120 
I/. Здесь под вершиной высокого карагача и закопан клад. Масштаб карты 1:2000. 
Скопируйте карту и укажите точку, где спрятан клад.

Ш Л г .  Геометрические сор ев ­
нования на чистом воздухе.

В соревновании могут принять 
участие две или более групп. В каждой 
группе разрешается пользоваться 
оулеткой и большим транспортиром.

Класс разбитый на группы, трудится 
в разных уголках школьной площадки. 
"Клад" (например, шарик, письмо 
в конверте, ...) вначал прячут где- 
то на площадке. План, ведущий к 
кладу, готовится учителем заранее и



передается группам. (Образец плана показан на рисунке 2). Группы начинают 
поиски клада, руководствуясь своими планами. Группа, которая первой пройдет 
вдоль всей ломаной, показанной на плане и найдет клад, будет объявлена 
победителем.

Задание. Составьте план пути, подобный изображенному на рисунке 3, по 
которому вы идете из дома в школу. Определите примерную длину пути.

Проверьте свои знания

1. Заполните пропуски в предложениях в соответствии со смыслом:
1. Углом называется фигура, состоящая из точки и ..............  исходящих из этой

точки.
2. На плоскости через две точки можно провести .................и только одну прямую.
3. Градусная мера развернутого угла равна...............
4. Если две различные прямые пересекаются, то только в ...................... точке.
5. Биссектрисой угла называется............. исходящий из вершины угла, и .................
6. Часть прямой, состоящая из точек, лежащих по одну сторону от некоторой ее точки, 

называется .............
7. Два угла, одна сторона которых общая, а две другие образуют прямую линию, 

называются................
8. Прямая разбивает плоскость.......................
9. Биссектрисы вертикальных углов образуют...............
10. Серединой отрезка называется  на равные отрезки.
11. Если смежные углы................  то они являются прямыми углами.
12: У равных отрезков ........................ также равны.

2. Если в следующих фразах имеется ошибка, найдите и испр; 1ьте ее:
1. Углы, сумма которых равна 180°, -  это смежные углы.
2. Две произвольные прямые на плоскости имеют только одну общую точку.
3. Прямая, исходящая из вершины угла и делящая угол пополам, называется 

биссектрисой угла.
4. Через произвольную точку можно провести только две прямые.
5. Угол, обе стороны которого лежат на лучах, называется развернутым углом.
6. Две прямые, лежащие на плоскости, делят ее на две полуплоскости.
7. Углы, получающихся при пересечении двух прямых, называются вертикальными.
8. Точка, делящая отрезок надвое, называется серединой отрезка.



9. От начала данного луча можно отложить только один прямой угол.
10. Для произвольных точек А, В, С  имеет место равенство АВ + ВС =АС.
11. Сумма вертикальных углов равна 180°.

3. Впишите в соответствующую строку правого столбца название геО' 
метрической фигуры, обладающей данным свойством:

1. Сумма равна 180°
2. Стороны являются лучами
3. Угловая величина равна 180°
4. Имеет определенную длину
5, Делит отрезок пополам
6. Истина, принимаемая без доказательства
7. Делит угол пополам
8. Образуется при пересечении прямых
9. Необходимо доказать истинность
10. Не имеет измерений

4. Сопоставьте геометрическому понятию, данному в первом столбце, 
соответствующее свойство или толкование, взятое из второго столбца:

Гэометрическое понятие Толкование, свойство

1. Точка
2. Прямая
3. Измерение земли
4. Отрезок
5. Луч
6. Длина отрезка
7. Равные фигуры
8. Полуплоскость
9. Планиметрия
10. Угол
11. 1 градус
12. Градусная мера раз­

вернутого угла
!3. Вертикальные углы
14. Смежные углы
15. Теорема
16. Аксиома
17. Биссектриса

A. Толкование слова “Геометрия”
B. Сумма равна 180°
C. Углы, равные между собой
0. Точка на прямой и точки, лежащие по одну сторону 

от нее
Е. 180°
Р. Два луча с общим началом 
С. Невозможно измерить длину 
Н. 1/90 часть прямого угла
1. Истина, принимаемая без доказательства 
3. Истина, требующая доказательство
К. Две точки прямой и точки, лежащие между ними 
Б. Изучает свойства фигур на плоскости 
М. Делит угол пополам
N. Одна из частей, на которые прямая разбивает 

плоскость 
О. Не имеет частей 
Р. Положительное число 
О. Можно совместить наложением



5. Тесты (из данных ответов выберите один правильный):
1. Укажите основное геометрическое понятие, принятое без определения: а) плос­

кость; б) точка; в) отрезок; г) луч; д) прямая; е) полуплоскость.
А) а; б; в В )б ;в ;е  0 )а ;б ;в ;е  Е )а ;б ;е .

2. Найдите меньший из смежных углов, если их разность равна 24 °.
А) 72°; В) 76°; 0)78°; Е)82°.

3. В какой стране геометрия сформировалась как наука?
А) Древний Египет; В) Вавилон; О)Греция; Е) Китай.

4. Сумма трех углов, образующихся при пересечении двух прямых, равна 200°. 
Найдите меньший из углов.
А) 20°; В) 40°; 0)60°; Е)80°.

5. Даны 4 точки, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Через каждые 
две из этих точек проведены прямые. Найдите их число.
А) 1; В) 4; 0)5; Е)6.

6. Биссектриса данного угла образует с его стороной угол 60°. Найдите угол, смежный 
данному углу:
А) 30°; В) 60°; 0)90°; Е) 120°.

7. Каково наибольшее число отрезков, на которые делится отрезок АВ  двумя 
пересекающими его прямыми?
А) 3; В) 4; 0)5 ; Е)6.

8. Какова градусная мера угла, образованного стрелками часов в 4 часа?
А) 60°; В) 75°; 0)105°; Е)120°.

9. АВ = 6, СеАВ, АС = 3ВС. ВС = ?
А) 1; В) 1,5; 0)2; Е) 3.

10. На какой угол повернется часовая стрелка за 30 
минут?
А) 180°; В) 15°; 0)60”; Е)30°.

11. АВ = \%,С*АВ, АС  - В С  =  4, ВС = ?
А) 7; В) 8; 0)10; Е) 11.

12. Сумма вертикальных углов 180°. Найдите эти углы:
А) 60° и 120°; В)45°и135°;
О) 90° и 90°; Е) 45° и 45°.

13. Каково наибольшее число частей, на которые три 
прямые разбивают плоскость?
А) 4; В) 5; 0)6; Е)7.

14. Найти величину угла л: по рисунку 1.
А) 30°; В) 36°; 0)45°; Е)60°.

15. Найти величину угла л: по рисунку 2.
А) 136°; В) 72°; 0)56°; Е)96°.

16. Найти величину угла л: по рисунку 3.
А) 15°; В) 30°; 0)45°; Е)60°.

У'у



17. Найдите верное высказывание:
A) На плоскости через данную точку можно провести только одну прямую.
B) Часть прямой, состоящая из точек, лежащих по одну сторону от некоторой ее 

точки, называется лучом.
О) Часть прямой, состоящая из точек, лежащих между двумя ее точками, 

называется отрезком.
Е) От каждого луча можно отложить только один угол.

18. Найдите верное высказывание:
A) Смежные углы -  это развернутый угол.
B) Если АВ = 5 см. ВС  = 6 см, то АС = 11.
О) Если углы равны, то они являются вертикальными.
Е) Если два угла равны, то углы, смежные с ними, также равны

6. Задачи
1. Постройте с помощью транспортира углы 10°, 20°, 40°, 60°, 90°, 130°, 170°, 

имеющие общую сторону.
2. Какие углы образует биссектриса развернутого угла с его сторонами?
3. Какова градусная мера угла, если его биссектриса составляет угол, равный 

30° с его стороной?
4. Может ли биссектриса угла составлять тупой угол с его стороной?
5. Найти угол между биссектрисами углов АОВ  и БОС, если ААОВ =50°, 

АВОС—80°. Сколько решений имеет задача?
6. Сколько градусов составит наблюдаемый в лупу угол 15°, если посмотреть на 

него в лупу с десятикратным увеличением?
7. Постройте с помощью транспортира биссектрисы углов а) 90°; б) 60°; в) 50°;

г) 20°.
8. Постройте с помощью транспортира биссектрису О К  угла АЛОВ =120°. Затем 

постройте биссектрисы получившихся углов АО К  и КОВ  и найдите угол между 
ими.

9. Лежат ли точки А, В И С на одной прямой, если АВ = 1,8 м, АС =  1,3 л/ 
и ВС  =  3 л;?

10. Точки А, В и С лежат на одной прямой. Найдите длину отрезка ВС, если 
АВ  = 2,7 м, А С =  3,2 м. Сколько решений имеет задача?

11. На отрезке АВ длиной 15 м  обозначена точка С. Найдите длины отрезков АС  
и ВС, если:
а) отрезок АС  больше отрезка ВС  на 3 м  ,
б) точка С -  середина отрезка АВ,
в) длины отрезков АС  и ВС  относятся как 2 : 3.



12. Точки А, В, С, О  лежат на одной прямой. Покажите, что АВ = ВС = С Д  если 
точка В -  середина отрезка АС, точка С - середина отрезка ВО.

13. Сколько прямых можно провести через а) 6; 6)7; в) 10 точек, никакие три из 
которых не лежат на одной прямой?

14. Когда лучи ОА и ОВ совместятся при наложении?
15. На луче АВ  выбрана точка С, на луче В А -  точка О  так что АС = 0,7 и 

ВО = 2,1. Найти СД если АВ  = 1,5.
16. Сколько пар вертикальных углов представлено на рисунке 4?
17*. Сколько времени на часах, если угол между

часовой и минутной стрелками равен 45°, а минутная стрелка стоит на цифре 
6?
Из точки О, не лежащей на прямой, проведены 
к прямой наклонная ОА и перпендикуляр ОВ.
Найдите расстояние от точки О до прямой, 
если сумма их длин 13, а разность равна 1.
Известно, что углы АОВ и ВОС  являются 
смежными. Найти эти углы, если:
а) угол АОВ больше угла ВОС  на 40°;
б) угол АОВ  в 4 раза меньше угла ВОС\
в) /А О В  = АВОС  + 44°;
г) ААОВ=Ъ АВОС.
При пересечении двух прямых получилось 4 
угла. Найдите градусную меру каждого угла, 
если сумма величин двух из них равна 100°.
Точки А, В и С расположены на плоскости так, 
что а)Л С  + С В=АВ; б) А В + А С - В С .  Какая 
точка лежит между двумя другими?
На рисунке 5 через точки А и В к сторонам 
угла проведите перпендикулярные прямые.
Какие углы образуют эти прямые в точке 
пересечения?

18.
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20
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2-ая контрольная работа

Контрольная работа, взятая за образец, состоит из двух частей, в первую 
часть входят пять тестов из приведенных на страницах 49-50. Во второй части 
предлагаются три задачи, подобные данным ниже (задача 4 для желающих 
получить оценку “отлично”):
1. Сумма вертикальных углов МОЬ и КОИ, образующихся при пересечении прямых

М У  и КЬ  равна 148°. Найти угол МОК.
2. Разность смежных углов равна 60°. Найти меньший из этих углов.
3. Биссектриса угла образует с его стороной угол 66°. Найти угол, смежный с этим 

углом.
4*. Докажите, что биссектрисы смежных углов пересекаются под углом 90°.

Дополнительное задание для продвинутых учеников.
1. Познакомьтесь со страницами главы, соответствующей данной, в электрон­

ной версии учебника «Геометрия-7». Проверьте свои знания, выполнив данные 
задания и решив тесты в интерактивных анимационных приложениях к темам 
упомянутой 'лавы.

2. Кроме того, найдите приведенные на странице 10 материалы из интернет 
ресурсов, относящиеся к упомянутой главе, и изучите их.



Изучив материал этой главы, вы приобретете следующие 
знания и навыки:

Знания:
— Знать определение ломаной и ее виды-
— знать определение многсугольника:
— знать опрццеле "ие треугольника и его основнь 1е элементы, уметь различать 

виды треугольников в соответствии с его элементами;
— знать определения медианы биссектрисы и высоты треугольника;
— знать признак СУС равенства треугольников,
— знать свойства равнобедренного треугольника:
— знать признак УСУ равенства греугольников;
— знать признак ССС раЕ енства треу гольников;
— знать свойства равностороннего треугольника;
— знать свойства серединного перпендикуляра к отрезку.

Навыки:
— Уметь определять равные треугольники в соответствии признаками 

равенства:
— уметь применять усвоенные знания при решении задач и выполнении 

практических работ;
— почувствовать красоту и поивлекательность геометрии.



Ломаная. Многоугольник

Ломаной называется фигура, сос- 
^ ^ ^ то я щ а я  из отрезков А ,А 3,...,

А ,А таких, что никакие два пос-п-1 п ’  ^

ледовательных отрезка не лежат . 
на одной прямой. Точки А г А „... ,А г ( 
называются вершинами ломаной, 
отрезки А^А2, А 2А 3,.. .,  А п 1А п -  
звеньями ломаной.

На рисунке 1 изображена ломаная АВСОЕРС. Если начальная и конечная 
вершины ломаной совпадают, она называется замкнутой ломаной.

Упражнение. На рисунке 2 определите какая из линий является ломаной и 
обоснуйте свой ответ.

© %
А В С О Е Р С  —
ломаная линия

<

1 или ломаная;
А  А. В. С. Р. Е. Р

)

\  С — в ершины  
\  ломаной;

2 АВ, ВС. СО, ОЕ,
*А ЕР, РС — звенья

ломаной.

а

в  1

Замкнутая ломаная без самопересечений называется многоугольником.

Активизирующее упражнение.

Перечислите, в соответствии с определением многоугольника, его свойства, и 
определите, является ли фигура, данная на рисунке 3, многоугольником.



По числу вершин (сторон), многоугольник называется 
треугольником, четырехугольником, шестиугольником, в 
общем случае л-угольником. С примерами многоугольников 
вы познакомились в младших классах.

Каждый многоугольник делит плоскость на две 
области. Конечная часть плоскости, ограниченная мно­
гоугольником, называется его внутренней областью, 
бесконечная -  внешней областью. На рисунке 4 
показаны в цвете внутренняя (рис. а) и внешняя (рис. б) 
области шестиугольника АВСЮЕР.

| Вопросы, задачи и упражнения
1. Что такое ломаная?
2. Начертите ломаную, обозначьте ее вершины и пока­

жите на чертеже ее звенья.
3. Приведите примеры замкнутых ломаных.
4. В классе, школе, дома найдите предметы, напоми­

нающие замкнутые ломаные.
5. Что такое многоугольник? Приведите примеры.
6. Какими ломаными представлены цифры (рис. 5).

© /1 и
7. Какие из фигур на рисунке 6 являются а) ломаными; 

б) замкнутыми ломаными; в) многоугольниками.
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8. Начертите 5-звенную ломаную, смежные звенья 
которой которой взаимно перпендикулярны. Сколько 
может быть видов таких ломаных?

[ Гво метрические головоломки
1. Сколько четырехугольников на рисунке 7?
2. Обведите фигуру на рисунке 8, не отрывая карандаша 

от бумаги и не проходя дважды ни по одной линии.
3. Начертите треугольник, стороны которого проходят 

через точки на рисунке 9.
4. Сумеете ли вы начертить ломаную с 4 звеньями, 

проходящую через все 9 точек, показанных на рисунке 
10?

Странички исто, им
Наши архитекторы, на пять веков опередившие инженерную науку своего времени.

Статья о средневековой архитектуре, опубликованная в США в феврале 2007 
года, взбудоражила весь научный мир. Дело в том что аспирант Гарвардского 
университета Питер Лю был потрясен, знакомясь с узорами на куполе медресе 
Абдул пахана в Самарканде. Перед его мысзенным взором проплывали узоры 
Пенроуза, сложные геометрические фигуры, с которыми наука познакомилась в 
1970 г. По училось так что 500лет тому назад наши архитекторы не пирйЬко тали 
новейшие научные достижения нашего времени, но и творчески использовали их в своей! 
работе. Да, так оно и счучилось. На рисунке 11 изображены узоры средневекового

памятника архитектуры. На рисунке 
12 мы видим фотографию рисунка, 
обнаруж енного в средневековой 
р\ копией, на котором изображены 
многоуго тьники, представляющие 
основу у  по мянутого узора.



Треугольник. Виды треугольников

Обозначим на плоскости три точки, не лежащие на одной прямой. Если 
соединить их между собой отрезками, то получится треугольник (рис.1). Точки 
будут его вершинами, отрезки его сторонами. Обычно, вместо слова “треугольник” 
используется значок А. Запись “ААВС" читается “треугольник АВС". Углы /.ВАС, 
/Л В С , /А С В  называются углами треугольника. Иногда их точнее называют 
внутренними углами треугольника (рис.1).

Углы треугольника можно обозначать и в виде /А ,  /В ,  /С .  Стороны и 
углы треугольника называются его элементами. Сумма длин всех трех сторон 
треугольника называется его периметром. Он обозначается заглавной буквой 
Р. При этом используют выражения:

Угол ВАС лежит между сторонами АВ и АС\
Стороны АВ и АС  называются сторонами, прилежащими к углу А;
Сторона ВС называется стороной, противолежащей углу ВАС.

© К

...........— ■...... .—.. ....... *........—....... ■■ .....  —\
А АВС— треугольник АВС
точки А, В, С — вершины треугольника

У ^  \ отрезки АВ. ВС, АС — стороны треугольника

А ^ N. /А ,  /В ,  / С —углы треугольника

^..... .....
■— — — ~ Р = АВ + ВС + АС— периметр треугольника

В зависимости от сторон и углов треугольники делятся на следующие виды: 
если все стороны равны, то треугольник равносторонний (рис. 2.а), 
если две стороны равны, то треугольник равнобедренный (рис. 2.6), 
если один угол прямой, то треугольник прямоугольный (рис. 2.в), 
если все углы острые, то треугольник остроугольный (рис. 2.г), 
если один угол тупой, то треугольник тупоугольный (рис. 2.д).

с ' / V
Равносторонний 

треугольник Равнобедренный 
треугольник

Тупоугольный 
Прямоугольный /  Л . треугольник

треугольник /    С
Ллтпл1/злгОстроугольный

треугольник
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В х + 4 С

1 Задача. Основание равнобедренного треугольника 
с периметром 28 см, на 4 см больше боковой сто­
роны. Найти его стороны.

©  Решение: Обозначим боковую сторону треугольника 
АВС  через х, тогда основание будет х + 4 (рис. 3).Так как 
по условию, Р  =х + г  + х  + 4 = Зх + 4 = 28, тох  = 8. Значит, 
АВ = АС  = 8 смш, В С = 12 ем. Ответ: 8 см, 8 см: 12с.и. (Я)

Вопросы, задачи и задания
1. Какая фигура называется треугольником?
2. В треугольнике РОК

а) какая сторона противолежит АР?
б) какие углы прилежат к стороне Р(7?
в) какой угол лежит между сторонами РО  и ОК?
г) против какого угла лежит сторона РК?

Постарайтесь ответить на эти вопросы, не глядя на фигуру.
3. Какие виды треугольников вы знаете? Начертите треугольник каждого вида 

Обозначьте их. Исходя из определения видов треугольников, определите их 
особенности.

4. Определите виды треугольников на рисунке 4.

его стороны и проверьте, равны ли они.
6. Начертите равносторонний треугольник, измерьте 

его стороны и сделайте вывод.
7. Сколько треугольников на рисунке 5 имеют одну 

вершину: а) в точке А\ б) в точке В\ в) в точке С?
8. Треугольники каких видов вы видите на рисунке 5? 

Запишите их в тетрадь в соответствии с видами.
9. Начертите треугольник и обозначьте вершины. 

Измерьте длины сторон и найдите периметр.

58>



Основные элементы треугольника: медиана, высота и 
биссектриса

Соедините вершину В треугольника АВС с сере­
диной противолежащей стороны, точкой М  (рис. 1).
Отрезок В М называется медианой треугольника АВС  
Говорят, что эта медиана проведена из вершины В к 
стороне А С.

Ц Ю | Отрезок, соединяющий вершину треугольника , 
с серединой противолежащей ей стороны, на­
зывается медианой треугольника.

Проведем биссектрису угла В треугольника АВС  
(рис. 2). Обозначим точку пересечения биссектрисы 
со стороной А С  через Ь. Полученный отрезок ВЬ на­
зывается биссектрисой треугольника АВС.

^  О трезок биссектрисы  угла треугольника, 
соединяющий вершину треугольника с точкой 
противолежащей ей стороны, называется 
биссектрисой треугольника.

Опустим из вершины В треугольника АВС  перпен­
дикуляр на прямую, содержащую сторону А С (рис. 3).
Обозначим основание перпендикуляра через Н.
Отрезок В Н  называется высотой треугольника АВС.

^  Перпендикуляр, опущенный из вершины треу­
гольника на прямую, содержащую противо­
лежащую вершине сторону, называется высотой 
треугольника.

Каждый треугольник имеет три вершины, а значит, и три медианы, биссектрисы 
и высоты.

На рисунке 4 отрезки А М Л, ВМ2 и СМ3 -  медианы треугольника АВС.
На рисунке 6 отрезки АЬУ ВЬ2 и СЬ3 — биссектрисы треугольника АВС.
На рисунке 5 отрезки А Н У ВН2 и СН3 — высоты треугольника АВС.
Свойства этих важных элементов треугольника вы изучите позже.
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1. Начертите произвольный треугольник. Про­
ведите все его медианы (рис. 4). Что вы 
заметили? Повторите эксперимент еще для 
двух треугольников и замеченное свойство 
сформулируйте в виде предположения.

2. Начертите произвольный треугольник. Про­
ведите все его высоты (рис. 5). Что вы за­
метили? Повторите эксперимент еще для 
двух треугольников и замеченное свойство 
сформулируйте в виде предположения.

3. Начертите произвольный треугольник. Прове­
дите все его биссектрисы (рис. 6). Что вы 
заметили? Повторите эксперимент еще для 
двух треугольников и замеченное свойство 
сформулируйте в виде предположения.
Можно ли на основе проделанных опытов 
назвать установленное свойство теоремой? 
Почему?

Упражнение. Проведите все высоты тупоуголь­
ного треугольника.

@ Выполнение: У треугольника, в частности, 
тупоугольного треугольника, имеются три высоты. 
Рассмотрим треугольник АВС (рис. 7). Высота 
2Ш, проведенная из вершины тупого угла, про­
ходит внутри треугольника. Для того чтобы 
опустить высоту из вершины А, надо продолжить 
сторону ВС  за точку В и из вершины А опустить 

перпендикуляр на на луч ВЕ. Полученный отрезок АЕ  будет высотой треугольника 
АВС, проведенной из вершины А. Точно также на продолжение стороны АВ  за 
точку В можно опустить высоту СЕ. (2)

и  Вопросы, задачи и задания
1. Что такое медиана треугольника? Сколько медиан у треугольника? Начертите 

и покажите на чертеже.
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2. Что такое высота треугольника? Сколько высот 
у треугольника? Начертите и покажите на 
чертеже.

3. Что такое биссектриса треугольника? Сколько 
биссектрис у треугольника? Начертите и покажите 
на чертеже.

4. В чем сходство и в чем различие между бис­
сектрисой угла и биссектрисой треугольника?

5. (Практ ическое упражнение). Три равных 
треугольника разрежьте по их медианам (рис. 8). 
Из 6 полученных треугольников составьте один 
треугольник.

6. Какие из рассмотренных элементов треугольника 
всегда проходят внутри треугольника?

7*. В каком треугольнике все высоты пересекаются 
в одной из вершин?

8* . Может ли высота треугольника быть меньше 
любой из его сторон?

9. Найти высоту треугольника с периметром, 
равным 36, если она разбивает его на два 
треугольника с периметрами 18 и 24.

10. Найти биссектрису треугольника с периметром, 
равным 36, если она разбивает его на два 
треугольника с периметрами 24 и 30.

11. В треугольнике АВС  стороны АВ  и ВС  равны, 
а медиана ВО  равна 4 см. Найти периметр 
треугольника АВС, если периметр треугольника 
А В Б  равен 12 см.

Н Гво метрические головоломки
1. Сложите 2 треугольника из 5 равных палочек.
2. Сложите 5 треугольников из 9 равных палочек.
3. Сколько имеется равнобедренных треугольников 

с вершинами в точках, данных на рисунке 9?
4. Сколько треугольников на рисунке 10?



Первый признак (СУС) равенства треугольников
^

Согласно определению равенства геометрических 
фигур, два треугольника будут равны, если их можно 
совместить, накладывая друг на друга. На рисунке 1 
треугольники Л 5С  и ^4,5 С,равны. Выбрав любой из них, 
можно совместить его с другим. При этом три вершины 
и три стороны одного совпадут с соответствующими 
вершинами и сторонами второго. Очевидно, при 
этом углы одного треугольника совместятся с 
соответствующими вершинами второго.

Равенство треугольников А В С  и А ХВ ХС Х запи­
сывается в виде

ААВС = ААХВ ХСУ 
На чертеже равные углы отмечаются равным число 

дужек, равные стороны -  равным числом черточек, как 
это показано на рисунке 1.

Активизирующий вопрос.
Как можно проверить на практике, что два участка земли треугольной формы 

равны? Их ведь нельзя наложить один на другой.

Надо ли накладывать один треугольник на другой, чтобы убедиться в их 
равенстве? В этом нет необходимости. Эту задачу можно решить, сравнивая 
некоторые их элементы. Теоремы, носящие название “признаки равенства 
треугольников”, именно об этом.

Причина, по которой эти теоремы называются "признаками", состоит в том, что 
с их помощью можно заключить, равны треугольники или нет.

В общем, "признак" в геометрии позволяет определять некоторые свойства 
фигуры с помощью теоремы, описывающей вспомогательные условия для их 
реализации.

Пусть задан треугольник АВС. Равный ему треугольник можно построить 
с помощью следующего метода. Измерим угол А и построим на плоскости 
равный ему угол А у На сторонах угла А х отложим отрезки А ХВ Х = АВ  и А ХСХ = 
=АС  соответственно. Соединим точки В х и С,. В результате получим вместе

ААВС = АА1В 1С1
А В  = А ЛВ Х, В С  = В хСи 

А С  = А ,С , 
А В А С = А В хА хС и 
А А В С  = А А хВ ,С и 
АА СВ  = А А ХС ХВ Х



с треугольником АВС  треугольник А хВ^Су у которого две стороны и угол, 
заключенный между ними, равны двум сторонам и углу, заключенному между ними, 
исходного треугольника. Тогда треугольник А ХВ Х С, будет равен треугольнику АВС.

Следующая теорема устанавливает это. Ее название "Теорема о равенстве 
треугольников по двум сторонам и углу, заключенному между ними" или "признак 
“СУС” равенства треугольников". (С УС-эт о “Сторона", “Угол”, “Сторона").

Теорема. (Признак СУС равенства треугольников). Если две стороны 
и угол, заключенный между ними одного треугольника, соответственно 
равны двум сторонам и углу, заключенному между ними другого 
треугольника, то такие треугольники равны (рис. 2).

Дано: ДАВС  и д Д ^ С ,
АВ  =  Д,Д,, АС — А }С , АЛ =  АА

©Доказательство.Так как АА -  ААу то треугольник 
АВС  можно наложить на треугольник А 1В ХСХ так, чтобы 
вершина А совместилась с вершиной Д,, а стороны АВ и 
АС  наложились на лучи А В и А ХСХ соответственно.

Так как АВ  = А ]В 1 и АС  = А ]С], то сторона АВ  
совместится со стороной А ]В ,, сторона А С -с о  стороной 
А , С,. Тогда точка В совместится с точкой В ], точка С - с  
точкой С . Но в таком случае, стороны В {С{ и ВС  также 
совместятся. Следовательно, совместятся все три 
вершины треугольников АВС  и А 1В 1СГ Таким образом, 
лАВС = лА 1В 1С1.

Теорема доказана.

Задача. Найти отрезок ВС, используя сведения, 
приведенные на рисунке 3.

©  Решение: Рассмотрим треугольники АБВ  и СОВ. У  
них А О =ОС, АЛОВ = АСОВ, В О — их общая сторона. 
Значит, по признаку СУС равенства треугольников 
ААОВ =АСОВ, в частности, СВ =АВ = 12.

Ответ: 12.



Вопросы, задачи и задания

1. Какие треугольники называются равными?
2. Равенство каких элементов следует из равенства 

ААВС = АА1В 1С1 треугольников?
3. Найдите неизвестный отрезок х  на рисунке 4.
4. С помощью каких элементов устанавливается по 

признаку СУС равенство треугольников?
5. Сформулируйте признак СУС равенства треуголь­

ников.
6. Покажите на рисунке 5, что из равенства 

АСАВ = ААВВ  следует, что А В  = ВС.
7. Покажите на рисунке 6, что АЛ = АС.
8. Докажите на рисунке 7, что ААВС = АСИ А.
9. Докажите на рисунке 8, что ААВС = ААВВ.

10. Отрезки А В  и ВС  пересекаются в точке О и делятся 
этой точкой пополам (рис. 9). Докажите, что
а) ДАОВ  = а БОС]
б) ВВ  = АС ;
в) аА В В = а ОСА.
г) Найти углы В  и С треугольника ВОС, если в 
треугольнике АОВ  имеем а А = 35° и АВ  = 62°.

11. На рисунке 10 найдите неизвестный угол х .
12. Периметр одного треугольника больше периметра 

другого. Могут ли быть равными эти треугольники?
13. На стороне АВ  треугольника АВС  взята точка В, 

на стороне А 1В 1 треугольника А1В1С1 -  точка В г 
Известно, что ААВС  = ААХВ ХСХ и ВВ  = В р у До­
кажите равенство треугольников АВС  и А В С .



Свойства равнобедренного треугольника

Треугольник, две стороны которого равны, 
называется, как было сказано, равнобедренным 
треугольником. Равные стороны равнобедренного 
треугольника называются его боковыми сторонами, 
а третья сторона называется основанием.

В Активизирующее упражнение

Какие треугольники на рисунке 2 равно­
бедренные? Назовите их основания и боковые 
стороны.

К 1  Геометрическое исследование
Начертите произвольный равнобедренный 

треугольник. Измерьте его углы, прилежащие к 
основанию и сравните их. Повторите опыт еще с
2-3 другими равнобедренными треугольниками и 
свою догадку выразите в виде утверждения. Можно 
ли утверждать, что это свойство, найденное в 
результате опыта, присуще всем равнобедренным 
треугольникам?

Н Д  Теорема. Углы при основании равно- 
ииа" бедренного треугольника равны.

С Г Л а н о :  ^ 0 = *
АА В С  АВ  =  АС

С = |> >  Щ  = Щ :

©  Доказательство. Пусть АЬ — биссектриса 
треугольника АВС  (рис. 3). Рассмотрим тре­
угольники АВЬ и АСЬ. У них сторона АЬ -  общая, 
АВ = АС  по условию теоремы, т. е. ААВС  — 
равнобедренный. Наконец, ^1 = А2, так как АЬ — 
биссектриса.

Тогда, по признаку СУС равенства тре­
угольников, ААВЬ = ААСЬ. Значит, А В  = АС. 
Теорема доказана. ( " )

%
Геометрия, 7 кл.

ДАВС -  равнобедренный, 
АВ, ВС- боковые стороны, 
АС-основание



Г еометрическое исследование
Начертите равнобедренный треугольник. Проведите биссектрису его угла при 

вершине. Сравните длины отрезков, на которые точка пересечения биссектрисы 
с основанием, разбила основание. Какой вывод можно сделать? Затем измерьте 
углы, которые биссектриса образует с основанием. Какой вывод из этого следует? 
Сформулируйте выводы в виде утверждения. Можно ли утверждать, что этими 
свойствами обладает любой равнобедренный треугольник?

Теорема. Биссектриса, проведенная к основанию равнобедренного 
треугольника, является также его медианой и высотой (рис. 3).

ААВС, АВ = АС, АВ -  биссектриса. ! ■ = > !  \В -  медиана и высота

©  Доказательство. Если отрезок АВ биссектриса треугольника АВС, то по
доказанной выше теореме ААВВ=ААСЬ Из равенства 
треугольников следует, что В1[» = ВС и АЗ -АА.

Значит, точка В -  середина стороны ВС, АВ -  медиана 
треугольника АВС

Так как АЗ -  АА и эти углы -  смежные, то они являются 
прямыми углами.

Таким образом, отрезок АВ будет также и высотой 
треугольника .

Теорема доказана. ©

Вывод. Итак, биссектриса угла при вершине равнобедренного треугольника 
является также его медианой и высотой.

Упражнение.
1. Что можно сказать о биссектрисах, медианах и высотах равностороннего 

треугольника?

Задача. К боковым сторонам равнобедренного треугольника АВС  проведе­
ны медианы АТ) и СЕ  Докажите, что ААИС = АСЕА и ААИВ = АСЕВ [рис. 4).

А АВС, АВ = ВС,
ЛИ и С Е — медианы

ААОС = йСРА \л й В  = АСЕВ

©  Доказательство. Так как АВ = ВС, то отрезки, на которые эти стороны 
разбиваются медианами А И  и СЕ равны:



А Р = РВ = В Б  = СО. (1)

а) В треугольниках А й С  и СРА
1. /А  СО = /.РАС, так как ДАВС  -  равнобедренный;
2. сторона АС общая;
3. АР = СО — согласно равенству (1). 
Следовательно, по признаку СУС равенства 
треугольников АЛЕ>С = а СРА.

б) Докажите самостоятельно, что ДЛИВ = АСРВ. @

Вопросы, задачи и задания
1. Какие треугольники называются равнобедрен­

ными?
2. Какие углы равнобедренного треугольника рав­

ны?
3. На рисунке 5 периметр Р  = 50 см. а=?
4. На рисунке 6 РАВС = 36 и Р4ВС = 28. а = ?, Ь=?
5. Докажите, что в равнобедренном треугольнике рав­

ны медианы, проведенные к боковым сторонам.
6. На рисунке 7 имеем АВ = АС, ВЕ  = РС. Докажите, что

а) ААВЕ = ААСР\ б) АЕ = АР\ в) ААВР=ААСЕ.
7. На рисунке 8 имеем А В -А С , ВЕ = СР. Докажите 

равенства а)ДАЕО = ААРО\ б) АВЕИ -  АСРИ.
8. Докажите, что в равностороннем треугольнике 

все углы равны.
9. Докажите, что если в двух равнобедренных тре­

угольниках равны основания и высоты, опущенные 
на основания, то эти треугольники равны.

10. В равнобедренном треугольнике основание больше 
боковой стороны на 3 см, но меньше суммы боковых 
сторон на 5 см. Найти стороны треугольника.

11. Докажите, что если соединить середины сторон 
равнобедренного треугольника, получится равно­
бедренный треугольник.



Второй признак (УСУ) равенства треугольников

Рассмотрим признак равенства треугольников по стороне и двум прилежащим 
к ней углам. В дальнейшем этот признак будем называть “признак УСУ ”.

з е м а . (Признак УСУ равенства треугольников). Если сторона и 
два прилежащих к ней угла одного треугольника равны стороне и двум 
прилежащим к ней углам другого треугольника, то эти треугольники
равны.

Дсшо: д .4Ж 'и \А ]В хСи 
АВ = А,В,. /А  = / А,, / В  = / В

© в

г л О 3
хАВС  -  лЛ |5]С|

©  -с

А  1А1 1 
С,

в

А  1 " Ч
л я,

ДА Доказательство. Наложим треугольник АВС 
к треугольнику А1В1С] так чтобы совместились 
вершины А и А,, стороны АВ и А,В, и вершины 
С и С, лежали по одну сторону от прямой А]В1. 
Тогда сторона АС пойдет по лучу Д  С,, так как /А -  
= /А и сторона В С -по лучу5,С,, так как /В  = /В х. 
Поэтому точка С, будучи общей точкой лучей АС 
и ВС, будет также и общей точкой лучей А{С, и 
В,С,. В таком случае точка С совместится с точкой 
С\ -  общей точкой лучей А,С, и В,С,. В результате 
совместятся стороны АС и А,С,, ВС и В]С1. Таким 
образом, треугольники АВСиА ХВХС, совпадут, что 
и означает их равенство.

Теорема доказана.

т  Задача. Используя данные рисунка 2, докажите, что А АОВ = АИОС.

© Решение. Углы /АОВ и /Б О С  равны как 
вертикальные.

Таким образом,
ВО = ОС, /АВО=/йСО, /АОВ = /ООС  

и по признаку УСУ равенства треугольников 
ААОВ = АООС. ©



Вопросы, задачи и задания
1. Сравнением каких элементов устанавливается 

равенство треугольников по признаку УСУ?
2. Сформулируйте признак УСУ равенства треу­

гольников.
3. Докажите, что ААВИ  = АА СО на рисунке 3.
4. Найти неизвестную х  на рисунке 4.
5. Докажите, что ААВС = ААОС  на рисунке 5, если 

отрезок АС  лежит на биссектрисах углов В АО  и 
ВСО.

6. В треугольниках АВ С иАхВ хСу АВ = А ХВ Х, В С = В 1С1 
и / .В -А В у На сторонах АВ  и А 1В ] выбраны точки 
О  и 0 1 так, что /А С О  = / А хСхО у Докажите, что 
АВСО = АВхС р у

7. Отрезки АВ  и СО пересекаются в точке О. До­
кажите, что треугольники А СО и ОБО  равны, если 
ВО=СО\л ААСО = /ЮВО.

8. Доказать, что если А В -А С  в треугольнике АВС  и 
ВЕ  и СО -  его биссектрисы, то ВЕ = СО (рис. 6).

9. Докажите, что а ОАС = АООВ (рис. 7).
10. Треугольники АВС  и АОС  равны. Точки В и О  лежат 

по разные стороны от прямой АС. Докажите, что 
треугольники АВО  и ВСО  равнобедренные.

11. На основе данных рисунка 8 найдите отрезки АС  
и ВО.



Третий признак (ССС) равенства треугольников

Познакомимся теперь с признаком равенства треугольников по трем сторонам. 
В дальнейшем мы будем называть его “признак ССС”.

Теорема. (Признак ССС равенства треугольников). Если три стороны 
одного треугольника соответственно равны трем сторонам другого 
треугольника, то эти треугольники равны.

Дано д  ?С и ■  . о аД ано : аАЗС  и 
ДА {В,С {; АВ = А 1В и 
1С=А}Си ВС = Ь ,С „

\А В С  -  
—\А \В С \

© Доказательство. Пусть АВ  -  наибольшая 
сторона треугольника АВС. Приложим треу­
гольник АВС  к треугольнику А^ВЩ* так чтобы 
сторона АВ  совместилась со стороной А ]В ] и 
вершины С и С, лежали по разные стороны от 
прямой А {В }. Тогда, в силу условия АС  = А,С, 
и ВС = В ,С |, треугольники А,С,С  и В,С,С  будут 
равнобедренными. По свойствам равнобедрен­
ных треугольников, будут выполняться равенства 
/А  = АЗ и А2 -  А4. Поэтому АА,СВ, = АА,С,В,. 
Итак, в треугольниках АВС  и А ХВ ХС\. АС  = А 1С1, 
ВС = В ХСХ и АА\СВХ = ^ А ХС\В\. По признаку СУС 
равенства треугольников ААВС = ДА ХВ\С\.

Теорема доказана.

Упражнение. По какой причине при доказательстве теоремы было пред­
положено, что АВ и А 1В 1 наибольшие из сторон?

I Задача. Используя данные на рисун 
ке 2, докажите, что а) ДАЕО -аС ЕБ  
б) ААЕВ=АСЕД.

©  Доказательство: По данным рисунк 
2 имеем: АЕ=ЕС, ВЕ=ЕО \лАО=ВС.

Так как а) АЕ=АЕ+ЕЕ, то Е С =Е Е  
+ЕС=ЕЕ+АЕ=АЕ. Тогда в ЛАЕЭ  и АСЕ,



соответствующие стороны равны и ААГЮ=а СЕВ по 
признаку ССС равенства треугольников.

б) так как ААГЭ=аСЕВ, Л0/В Е Р -/Е Р О .  Тогда 
/А Е В = /С Р О  как смежные с равными углами. 

Итак, в треугольниках АЕВ и СГЭ:
1. АЕ=РС\
2. В Е -Р О \
3. /А Е В  = /С Р О .
Тогда ААЕВ = а СЕО по признаку СУС равенства 

треугольников.
Теорема доказана. (*^)

Вопросы, задачи и задания
1. Какие элементы треугольников сравниваются 

в условии признака ССС равенства треуголь­
ников?

2. Сформулируйте признак ССС равенства тре­
угольников.

3. По данным на рисунке 3 докажите, что 
ААВС =а СЭА.

4. Пусть а) ААВС = ААВ0; б) АВОС=АВОО\ в) 
ААОС=ААОО. Докажите, что АВ±СЭ (рис. 4).

5. Пусть АВ С  и АВО  -  равнобедренные тре­
угольники с основанием АВ. Докажите, что 
ААСЭ=АВСО.

6. Найти все пары равных треугольников с вер­
шинами в точках А, В, С, М и N. если ВА=АМ, 
АС=АМ, /В А С = /Ы А М  (рис. 5).

7. Покажите, что ААВС =АА]В {С], если АВ=АхВ у 
В С =В ХСХ и периметры треугольников равны.

8* Отрезки АВ  и СО точкой пересечения делятся 
пополам. Докажите, что ААСЕ>=АВОС.

9. Определите, сколько пар равных треугольников 
имеется на рисунке 6.

10*. Покажите, что на рисунке 7 выполняется ра­
венство ААВО = АЛСД если: а) /1  = /2 , АС=ВГК
б) /Л  = /2 ,  ВО= ОС, АВ = СО.
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Свойства серединного перпендикуляра к отрезку

Научимся применять признаки равенства треугольни­
ков при доказательстве теорем.

Пусть дан отрезок АВ. Через точку О  -  середину 
этого отрезка проведем прямую а. перпендикулярную к 
отрезку АВ (рис. 1). Эта прямая называется серединным 
перпендикуляром к отрезку АВ.

Теорема. Каждая точка серединного перпендикуляра к отрезку на­
ходится на равных расстояниях от концов этого отрезка.

' АС  = ВС
Отрезок АВ, С  -  точка серединного пер 

пендикуляра к отрезку 4В (рис 2)

Г/1ыО в
а

© Доказательство. В треугольниках А СО и ВСО:
1. ОС — общая сторона;
2. АО =ВО  по условию;
3. А А О С = А В О С = 90° по условию.
Значит, по признаку СУС равенства треугольников 
А А ОС = ДВОС. В частности, АС =ВС .
Теорема доказана.

и

Задача. Серединный перпендикуляр к стороне ВС  треугольника АВС  
пересекает сторону АС  в точке Е. Найти отрезки АЕ  и СЕ, если ВЕ  = 6 см, 
АС = 8,4 см.

© Решение: Пусть Б Е  -  серединный перпендикуляр 
к стороне ВС  треугольника АВС (рис. 3). По свойству 
серединного перпендикуляра СЕ = ВЕ  = 6 см.

Так как АЕ + ЕС =АС, то

А Е = А С ~ Е С  = 8 ,4 -6  = 2,4 (с«).

Ответ: АЕ = 2,4 см, СЕ = 6 см. (5)

Вопросы, задачи и задания
1. Что такое серединный перпендикуляр к отрезку?
2. Сформулируйте свойство серединного перпендикуляра.



3. Начертите треугольник и проведите серединный перпендикуляр к каждой 
из его сторон. Что вы заметили? Сравните свой чертеж с чертежом 
одноклассника и замеченное свойство выразите в виде предположения.

4. В каком треугольнике серединный перпендикуляр, проведенный к стороне 
треугольника, совпадет с высотой, проведенной к этой стороне?

5. К стороне ВС  треугольника АВС  проведен серединный перпендикуляр, 
который пересекает сторону А С  в точке Б. Чему равна длина АС, ецш 
В Б  = 7,2 см, А Б  = 3,2 см

6. Равнобедренные треугольники АВС  и А В Б  имеют общее основание АВ. 
Докажите, что прямая С Б  -  серединный перпендикуляр стороны АВ.

7*. Серединный перпендикуляр к боковой стороне АВ  равнобедренного 
треугольника АВС, пересекает сторону ВС  в точке Б.
Найти основание Л С, если периметр Л А Б С  равен 24 см и 
АВ  = 16  см

8*. Докажите, что серединные перпендикуляры, проведенные 
к сторонам треугольника, пересекаются в одной точке.

9. На биссектрисе ВБ, проведенной к основанию равно­
бедренного ААВС, взята точка Е (рис. А). Докажите, что 
А А В Е  = АСВЕ: а) по признаку ССС; б) не используя его.

Практическое задание

Измерение ширины озера.
@  Пусть точки А и В находятся на 
самом берегу озера (рис. 1). Ясно, 
что отрезок АВ  нельзя измерить 
непосредственно. Какие действия 
надо предпринять на суше для того 
чтобы найти расстояние АВ?

Решение: Выберем точку С так 
чтобы отрезки СА и СВ вели к точкам 
А и В и построим треугольник АВС.
Продолжив стороны АС  и ВС, за 
точку С, построим отрезки А,С  = АС  и В }С = ВС. Соединим точки А, и В,. Тогда 
согласно признаку СУС имеем ААВС = АА,В,С. В частности, А ХВ Х = АВ.

Таким образом, измерив построенный отрезок А,В,, найдем длину отрезка 
А]5, а значит, и искомое расстояние.



Обоснование того что треугольник "жесткая 
фигура" с помощью признака ССС равенства 
треугольников.

Соединим две рейки так, как показано на 
рисунке 2, например, с помощью гвоздика. По­
лученная фигура не будет жесткой, так как двигая 
свободные концы реек, мы сможем изменять углы 
между ними.

Но если теперь к свободным концам реек 
прибить третью рейку так, как показано на 
рисунке 3, то полученный треугольник будет 
жестким, потому что нам не удастся сдвинуть или 
раздвинуть рейки, меняя углы между ними.

1. Из какой теоремы следует справедливость 
данного утверждения?

2. Прокомментируйте, в соответствии с ри­
сунком 10, примеры использования жесткости 
треугольника.

Вопросы, задачи и задания

1. Что вы понимаете под "жесткостью" тре­
угольника?

2. На основании какой теоремы можно утверж­
дать, что треугольник -  жесткая фигура?

3. Где используется жесткость треугольника?
4. Известно, что у треугольников АВС и А ХСХВ Х 

АВ = А ]В ] ВС  = Я,С, СА = С ,А „ / .А  = 30°, 
/ .В  = 60° и А  С,= 90°. Найдите остальные углы 
треугольников АВС  и А ХВ ХСХ.

5. Равнобедренные треугольники АВС  и Б Е Г  
равны. В треугольнике АВС  стороны АС  и ВС  
равны и АВ = 2 см. Найти периметр каждого 
треугольника, если Б Е = 4  см
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Проверьте свои знания

1. Заполнит > пропуски в соответствии со смыслом.
1. Если у треугольника равны две стороны, то он будет.................
2. В равнобедренном треугольнике ..............будет также медианой и высотой.
3. Фигура, образованная замкнутой ломаной без самопересечений, называется

4. У треугольника, все стороны которого равны, все ................ будут равными.
5. У ...............  равны все медианы, биссектрисы и высоты.
6. У ..............углы, прилежащие к основанию, равны.
7. Равносторонний треугольник будет также и................. треугольником.

2. Если в следующих фразах имеется ошиб п, найдите и исправьте ее.
1. Углы равнобедренного треугольника равны между собой.
2. Если углы двух треугольников соответственно равны, то эти треугольники 

равны.
3. В равнобедренном треугольнике его медиана будет также биссектрисой и 

высотой.
4. Биссектрисой треугольника называется луч, исходящий из его вершины и 

делящий угол пополам.
5. Медиана -  это прямая, делящая пополам сторону треугольника.
6 * Если у двух треугольников сторона и два угла соответственно равны, то эти 

треугольники равны.
7. Если две стороны и угол одного треугольника соответственно равны двум 

сторонам и углу второго треугольника, то эти треугольники равны.

3. Найти соответствующие геометрические понятия для свойств и 
толкований, данных в таблице.

1. Все медианы равны.
2. Отрезок, соединяющий вершину треугольника 

с серединой противолежащей стороны.
3. Перпендикуляр, опущенный из вершины тре­

угольника на противолежащую сторону.
4. Сумма длин сторон треугольника.
5. Замкнутая ломаная без самопересечений.



1. Длина двух сторон равнобедренного треугольника равна 
8 и 3. Найдите его третью сторону.
А) 5; В) 8; 0)11; Е) 9.

2. Р  = 36. а = ? (рис. 1)
А) 11; В) 12; й) 13; Е) 18.

3. Периметр равнобедренного треугольника равен 48, 
боковая сторона 18. Найти его основание.
А) 18; В) 12; 0 )16; Е) 18.

4. Периметр равнобедренного треугольника равен 48. Найти 
его остальные стороны, если одна из сторон равна 12. 
А) 12; 12 В) 16; 16 й) 18; 24 Е) 18; 18.

5. Периметр равнобедренного треугольника 36, одна из его 
сторон равна 16. Найти остальные стороны.
А) 16 и 4; В) 10 и 10; й) 10 и 10 или 16 и 4;
Е) Такой треугольник не существует.

6. АС=? (рис. 2)
А) 6; В) 8; 0)12; Е) 10,5.

4. Тесты.

5. Задачи.

1. Определите виды треугольников по данным, приведенным на чертеже.

I. Какие из приведенных ниже пар треугольников равны? С помощью какого 
признака вы это установили?

1> / V  / Ч  2)



3. Докажите, что ААСБ =аАВЕ  на рисунке 3.
4. Покажите, что А Б = В С , если на рисунке 4 

/С А В = /А В Б .
5. Докажите, что ААВБ  = АВСБ  на рисунке 5.
6. Докажите, что аАВС=аА Б С  на рисунке 6.
7. Будут ли равны ААВС  и АР()К, если у них 

А В = Р д ,А С = Р К \лВ С = ()К '>
8. Докажите, что если АВ =АС , ВЕ  =  СЕ на рисунке 

7, то а) ААЕБ = ААРБ\ б) а ВЕБ = а СЕБ .
9. Докажите, что ААВС=АЕРБ  на рисунке 8.
10. Докажите, что А Б  =  СЕ на рисунке 9.
11. Найти х  по данным на рисунке 10.
12. Отрезки АЕ  и В Б  пересекаются в точке С. Найти 

/С Е Б ,  если В С  = ВЕ, АВ  = ВС  и /.ВАС  = 48°.
13. Внутри треугольника АВС  взята точка Б. Найти 

/А Б С ,  если АС =АВ, С Б -В Б  и /В Б А  = 120°.
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3-ья контрольная работа

Контрольная работа состоит из двух частей:
I. 5 тестов, подобных приведенным на странице 76;
II.Задачи, подобные следующим (задача 4 для 

желающих получить оценку "отлично").
1. Найти неизвестный отрезок по данным на рисунке 1.
2. Отрезки АВ и СО пересекаются в точке О. Докажите, 

что ААСО -  АВИО, если /.САВ=ААВО  и АО = ВО.
3. Периметр равнобедренного треугольника 18,4 л/, а основание меньше боковой 

стороны на 3,6 и  Найдите стороны этого треугольника.
4*. Докажите равенство треугольников по двум сторонам и медиане, опущенной 

на одну из них.

1МЙ Дополнительное задание для продвинутых учеников.
1. Познакомьтесь со страницами главы, соответствующей данной, в электрон­

ной версии учебника «Геометрия-7». Проверьте свои знания, выполнив данные 
задания и решив тесты в интерактивных анимационных приложениях к темам 
упомянутой главы.

2. Кроме того, найдите приведенные на странице 10 материалы из интернет- 
ресурсов, относящиеся к упомянутой главе, и изучите их.
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Изучив материал этой главы, вы приобретете следующие 
знания и практические навыки:

Знания:
— Знать определения окружности, центра окружности, оадиуса л диаметра 

окружности:
— знать какие зада1::: можно решать с помощью циркуля и пинеГки.

'•Л- 9М О^)ОГ *< 1 г 5 1 1 Н в Г ^ Ы Г » Л  З& 'лЕТ  /
Навыки-

— Уметь выполнять построения с помощью циркуля и линейки:
— уметь строить угол, равным данному:
— уметь строить биссектрису угла-
— уметь строить перпендикулярные прямые,
— уметь делить отрезок пополам;
— уметь строить треугольник по заданным з; емечтам.
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Окружность

Фигура, состоящая из всех точек, расположенных 
на заданном расстоянии от данной точки, называется 
окружностью. Заданная точка называется центром 
окружности. Расстояние от какой-либо точки окружности 
до ее центра называется радиусом окружности (рис. 1). 
Точно также называется отрезок, соединяющий центр 
окружности с произвольной точкой окружности. Отрезок, 
соединяющий две точки окружности, называется хордой. 
Хорда, проходящая через центр окружности, называется 
ее диаметром. Конечная часть плоскости, ограниченная 
окружностью, называется кругом. Как построить с 
помощью циркуля окружность с центром в данной точке 
и с радиусом а показано на рисунке 2.

Задача. Доказать, что диаметр, проходящий 
через середину хорды, перпендикулярен хорде. 

\оказательство. Пусть АВ  -  хорда окружности 
и точка С  ее середина (рис. 3). Так как стороны ОА и 
ОВ треугольника АОВ -  радиусы окружности, то этот 
треугольник будет равнобедренным. По условию, отрезок 
ОС -  медиана треугольника АОВ. Тогда по свойству 
медианы равнобедренного треугольника отрезок ОС 
будет также и высотой, проведенной к стороне АВ.

Итак, диаметр, проходящий через середину хорды, 
перпендикулярен ей. Теорема доказана. (§)

Способ построения окружности на клетчатой 
бумаге без использования циркуля.
1. Обозначьте на листе тетради в клетку точки, показанные 

на рисунке 4.
2. 12 полученных точек последовательно соедините 

дугами.
В результате получится примерное изображение ок­

ружности с центром в точке О. Запомните этот способ. Он



поможет вам начертить окружность, когда под рукой
нет циркуля.
3. Проверьте, что равны расстояния от точки О до 

указанных 12 точек.

И р о п р о щ  задачи и задания
1. Дайте определение окружности и покажите ее 

на чертеже.
2. Что такое центр, радиус, хорда и диаметр?
3. Какая хорда окружности имеет наибольшую 

длину?
4. Как построить окружность без циркуля?
5. Почему колеса велосипеда и машины имеют 

форму окружности?
6. Почему крышки имеют форму круга, а не квад­

рата?
7. Приведите 10 примеров предметов вокруг вас, 

имеющих форму круга.
8. Отрезки АВ  и СИ  -  диаметры круга с цент­

ром О. Докажите, что а) А В С О  = ААВС \
б) АВАЭ  = АВС&, в) А й  = ВС\ г) АС  = Вй.

9. Начертите окружность с центром на заданной 
прямой и радиусом а) 5 см, б) 7 см, в) 4,6 см.

10. Отрезки АВ  и СЭ  -  диаметры окружности с 
центром в точке О. Найти периметр Д Л 0 Д  если 
СВ =  10 см, АВ  =  12 см.

11. На рисунке 5 найдите неизвестный угол х  .
12*. Докажите, что диаметр, перпендикулярный к 

хорде, делит эту хорду пополам.
13. Из точки на окружности проведены две хорды, 

равные радиусу. Найти угол между ними.
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6  —  Геометрия, 7 кл.



Задачи на построение с помощью циркуля и линейки

Решение задач на построение с помощью только 
линейки и циркуля достигло в Древней Греции уровня 
искусства. На практике геометрические построения можно 
и удобно выполнять с помощью любых инструментов. Но 
решение задач с помощью линейки и циркуля воспитывает 
способность к логической наблюдательности.

До сих пор с помощью линейки строились прямая, 
луч, отрезок и другие фигуры, с помощью линейки и 
транспортира строились различные углы. С помощью 
циркуля проводили окружности и дуги (рис. 1).

Как установлено, многие геометрические фигуры можно 
строить с помощью односторонней линейки без шкалы и 
циркуля (рис. 2). (Такую линейку мы называем простой.)

По этой причине, в геометрии специально выделены 
задачи на построение с помощью этих инструментов.

Имеются особые правила использования этих инстру­
ментов -  при их помощи разрешается выполнять только 
следующие работы:

С помощью простой линейки разрешается:
1. Чертить любые прямые;
2. Чертить прямую, проходящую через заданную точку;
3. Чертить прямую, проходящую через две точки.

С помощью циркуля разрешается:
1. Чертить любую окружность;
2. Из данной точки как центра чертить окружность произвольного радиуса;
3. Чертить окружности данного радиуса из произвольно заданного центра;
4. Чертить окружность из данного центра с заданным отрезком как радиусом;
5. Откладывать отрезок, равный данному, на данной прямой от данной точки в 

каждом из двух направлений на прямой.
Любые другие построения надлежит сводить к этим действиям. Но не раз­

решается измерять длины отрезков с помощью шкалы, даже если она имеется на 
линейке, и откладывать отрезки известной длины на любой прямой.

При построении требуется не только построить фигуру, но требуется указать 
метод построения, обосновать, что построенная фигура удовлетворяет заданным 
условиям, т. е. необходимо дать доказательство этого.



По этой причине требуется при решении задач на построение найти 
способ и правила построения фигуры и обосновать их.

В  Вопросы^ задачи и з~дании
1. Какие фигуры можно начертить с помощью простой линейки?
2. Какие работы можно выполнять с помощью циркуля?
3. На прямой даны точки А и В. На луче ВА от точки В отложите отрезок ВС  так 

чтобы ВС = 2АВ.
4. Пусть для точки, не принадлежащей окружности, наименьшее и наибольшее 

расстояния до окружности равны 2 см и 10 см соответственно. Найти радиус 
окружности.

5. Даны точки А\лВ . Пользуясь только циркулем постройте такую точку С, для 
которой АС = ЗАВ.

6. Даны отрезки, длины которых равны а и Ъ. Постройте отрезки с длинами
а) а + Ъ]б) а -  Ъ\ в) 2а + 3Ъ\ г) 2а -  Ь.

7. Даны отрезки, длины которых равны 12 см и 5 см. Постройте отрезки с длинами
а) 17 см] б) 7 см] в) 12 см] г) 22 см] д) 29 см.

Гвометрическая головоломна
Нарисовав окружность, Сардор понял, что забыл отметить карандашом ее 

центр. Как назло, на бумаге не осталось и следа. Но он запомнил, что длина 
радиуса была 12 см. Можно ли, зная это, найти только с помощью циркуля центр 
начерченной окружности?

Построение угла, равного данному

Задача 1. Дан угол А. От луча О (рис. 1)
отложить угол, равный углу А.

Построение
1-ый шаг. Начертим окружность произвольного

радиуса с центром в точке А . Пусть эта окружность
пересечет стороны угла А в точках В и С (рис. 2). 

2- ой шаг. Из точки О как из центра радиусом,



равным радиусу построенной окружности, начертим 
окружность (рис. 3). Точку пересечения этой окруж­
ности с лучом О обозначим через Су

3-ий щаг. Из точки С, как из центра радиусом 
ВС  начертим третью окружность (рис. 4). Одну 
из точек ее пересечения со второй окружностью, 
лежащую, например, в верхней полуплоскости 
обозначим Ву

4-ый шаг. Проведем луч ОВл (рис. 4). Полу­
ченный угол в р с л отложен от луча О и равен 
данному углу А.

О б а с п м а м м  Из построения углов ВАС  и 
В,ОСл на рисунках 2 и 4 имеем: АВ = ОВл,А С -  ОСл 
и ВС = В,С,.

По признаку ССС равенства треугольников 
ААВС  = АОВлСу В частности, АВлОСл -  /Л .

Примечание: Эта задача имеет два решения 
в зависимости от того, в какой полуплоскости от 
прямой, содержащей луч О, выбрана точка В ,.

^  Задач 2̂ . Построить угол, равный сумме 
двух данных углов (рис. 5. а).

П остроение; 1-ый шаг. Вначале строим угол 
ВАС, равный первому углу (рис. 5. б).

2-ой шаг. От луча АС  откладываем угол САй, 
равный второму углу. Полученный угол ВАИ  равен 
сумме данных углов.

Б 1
З яО дМ  ш з и о у ц я

1. Даны углы а) 30°; б) 60°; в) 15°; г)120°; д) 45°. 
Постройте равные им углы, пользуясь простой 
линейкой и циркулем.

2. Даны углы / А  = а и АВ=ф (а>Р). Постройте 
углы, равные: а) 2а; б) а~Р; в) 2а+р.

3. Даны углы 45° и 30°. Постройте углы, равные
а) 15°; 6)75°; в) 105°; г) 120°.



Пусть дан угол А, изображенный на 
рисунке 1. Для того чтобы разделить этот угол 
пополам, предлагается следующий способ: 
Построение:

1-ый шаг. Чертим окружность произ­
вольного радиуса с центром в точке А и точки 
пересечения окружности со сторонами угла 
обозначаем через 2? и С;

2-ой шаг. Строим, не меняя радиуса, две 
окружности с центрами в точках В и С. Точка 
пересечения этих окружностей обозначим 
через й .

3-ий шаг. Через точки А и И  проводим 
луч АО.

Луч АО  -  биссектриса данного угла.

Обоснование. В треугольниках АВО  и 
АСО

1) АВ = АС  по построению;
2) ВО = СО по построению;
3) АО  -  общая сторона.
По признаку ССС равенства треуголь­

ников, а а в о =а а с о .
В частности, АВАО  = АСАО.

3> дача. Разделить данный прямой 
угол на три равные части.

@  Решение: Пусть дан прямой угол А . На­
чертим окружность произвольного радиуса 
с центром в его вершине. Пусть окружность 
пересекает стороны прямого угла в точках 
В  и С. Не меняя радиуса, начертим две 
окружности с центрами в точках В и С.

Построение биссектрисы угла



Точки пересечения этих окружностей с первой 
окружностью, лежащие во внутренней области 
прямого угла, обозначим через М м N. Проведем 
лучи А М  и АЫ. Эти лучи разделят данный 
прямой угол на три равных угла. Самостоятельно 
обоснуйте это построение. (*•)

Примечание. Задача деления данного угла на три 
равных угла (трисекции угла) с помощью простой 
линейки и циркуля была одной из знаменитых задач 
древности, над решением которой ломали головы 
многие ученые. Только в XIX веке было доказано, 

^ что произвольно выбранный угол нельзя разделить 
на три равных угла. Таков, например, угол 60°. Для 
точного решения задачи трисекции угла нужно 
применить другие инструменты.

Й Й  Вопросы, задачи и задания
1. С помощью простой линейки и циркуля раз­

делите пополам углы: а) 90°; б) 60°; в)30°.
2. Начертите угол и разделите его на четыре 

равных угла.
3. Угол 45° разделите на три равных угла.
4. Постройте прямоугольный треугольник по 

данной гипотенузе и острому углу.
5. Дан угол 36°. Постройте с помощью простой 

линейки и циркуля угол 99°.
6*. Дан угол 54°. Разделите с помощью простой 

линейки и циркуля этот угол на три равных 
угла.

Г в ометрическая головоломка

В рукописи отца Шохджахон нашел чертеж, 
изображенный на рисунке 6. К сожалению, на 
этом рисунке была большая чернильная клякса. 
Сумеет ли Шохджахон начертить биссектрису 
этого угла?



Построение прямой, перпендикулярной к данной прямой. 
Деление отрезка пополам

ш  Задача 1. Построить перпендикуляр к данной
прямой а, проходящий через ее точку О.

Построение:
1-ый шаг. Построим окружность произвольного 

радиуса с центром в точке О. Пусть она пересекает 
данную прямую в точках А и В (рис. 1).

2-ой шаг. Из точек А и В как из центров проведем 
окружности с радиусом АВ (рис. 2). Одну из точек 
пересечения этих окружностей обозначим через С.

3-ий шаг. Построим прямую ОС (рис. 3). Прямая 
ОС будет прямой, перпендикулярной прямой а и про­
ходящей через ее точку О.

Обоснование. Рассмотрим треугольники А ОС  и 
ВОС. Для них, по построению:

1 АО = ВО;
2. АС  = ВС\
3. СО -  общая сторона.
Значит, по признаку ССС равенства треугольников 

ААОС  = А ВОС. В этом случае, АА О С  = А.ВОС. 
Но ААО С  + АВОС=ЛЪО°. Отсюда следует, что 
ААОС = АВОС=  90°.

Итак, действительно, ОС±.а.

33

|  Задача 2. Построить прямую, перпендикулярную 
данной прямой а и проходящую через точку О, не 
лежащую на прямой а .

Построение:
1-ый шаг. Построим окружность произвольного 

радиуса с центром в точке О. Пусть она пересечет 
данную прямую в точках А и В (йис. 4).



© . — - ч
✓  У 

/  /
/  /

/  /

/ 1 
1 1

с \  \
\  \

\  \

\  \

\  \

1 1

а :  о
\ \
\ \
\ \

\  \
N  N

' *, в
/  /  

/  /

/  /
/  /

* /

К - - "

2-ой шаг. Из точек А и В как из центров 
построим две окружности с радиусами, 
равными радиусу первой окружности. 
Обозначим одну из точек пересечения 
этих двух окружностей через О, вторую 
через О, (рис. 4).

3-ий шаг. Построим прямую, прохо­
дящую через точки О \л Оу Прямая ООл 
перпендикулярна данной прямой а и 
проходит через точку О, не лежащую на 
данной прямой.

Обоснование проведите самостоя­
тельно.

Из решения этой задачи следует, 
что через точку, не лежащую на данной 
прямой а, можно провести прямую, 
перпендикулярную к прямой а. Отсюда и 
из теоремы урока 14 вытекает справед­
ливость следующей теоремы.

■ ^  Теорема. Через точку, не ле­
жащую на данной прямой, можно 
провести единственную прямую, 
перпендикулярную данной.

Задача 3. Разделить данный от­
резок на два равных отрезка.

Построение:
Пусть дан отрезок АВ. Для нахождения 

середины этого отрезка проводим сле­
дующее построение:

1-ый шаг. Начертим две окружности 
с центрами в точках А и В  и радиусом АВ 
(рис. 5)\

2-ой шаг. Соединим точки пересечения 
окружностей С и С, (рис. 6). Точка пере-



сечения прямой СС, и отрезка АВ  будет серединой данного отрезка.

Упражнение. Обоснуйте, что точка пересечения О действительно является 
серединой отрезка АВ.

я  Задача 4. Построить перпендикуляр, проходящий через середину 
данного отрезка.

©  Решение: Пусть дан отрезок АВ. Построим 
окружности с центрами в точках .Л и В  и радиуса АВ 
(рис. 7). Эти окружности пересекаются в точках Ол и 
0 2: АО л = А 0 2 = ВО , = В 0 2. Проведем прямую 0 Л0 2.
Эта прямая является серединным перпендикуляром 
отрезка АВ. Действительно, так как точки 0 1 и 0 2 
расположены на равных расстояниях от концов 
отрезка АВ, эти точки лежат на серединном пер­
пендикуляре к отрезку АВ. (5)

и  Вопросы, задачи и задания
1. Какой способ деления отрезка пополам вы знаете? Начертите отрезок и 

разделите его на два равных отрезка.
2. Как можно построить прямой угол?
3. Разделите отрезок пополам, выполняя построения только в одной полу­

плоскости.
4. Разделите данный отрезок пополам, пользуясь только угольником.
5. Постройте равнобедренный прямоугольный треугольник по гипотенузе.
6. Постройте равнобедренный треугольник по основанию и опущенной на него 

высоте.
7. Можно ли построить серединный перпендикуляр к отрезку АВ, не имея воз­

можности найти середину отрезка.
8. Разделите данный отрезок на четыре равных отрезка.
9. Начертите треугольник. Постройте его высоты.
10. Постройте медианы данного треугольника.
11*. Найдите точку, равноудаленную от точек А и В и лежащую на прямой а.
12. Пользуясь только линейкой, проведите через точку М, не лежащую на прямой 

а, прямую Ъ, параллельную прямой а.
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Построение треугольника по трем данным его сторонам

Пусть даны три отрезка с дли­
нами, соответственно равными а, Ь 
и с (рис. 1) и пусть с наибольшая. 
Для того чтобы построить треугоьник 
АВС  со сторонами АВ = с, ВС - а  и 
АС  = Ь, выберем следующий путь:

1-ый шаг. Чертим произвольную 
прямую. На прямой циркулем от­
кладывается отрезок АВ, длина 
которого равна с ;

2-ой шаг. Так как длина отрезка 
АС = Ь, строим окружность с центром 
в точке А и радиусом Ь\

3-ий шаг. Так как длина отрезка 
В С = а, строим окружность с центром 
в точке В  и радиусом а;

4-ый шаг. Точку С пересечения 
окружностей соединяем с точками 
А и В. Стороны построенного тре­
угольника АВС  равны а,Ъ\лс.

Анализ. Из построения видно, 
что если окружности, построенные 
на 2-ом и 3-ем шагах, пересекутся, 
то решение существует. Для этого 
нужно, чтобы а + Ь> с.

Докажите самостоятельно, что 
длины сторон полученного тре­
угольника АВС  действительно рав­
ны а, Ь и с.



1-ая задача. Постройте угол, равный данному 
углу (рис. 5).

©  Решение: Эту задачу можно решить, построив 
треугольник, равный данному. Для этого вершину 
данного угла обозначим через А и отметим на 
сторонах угла любые точки В и С  Если теперь 
построить треугольник, равный треугольнику АВС, 
то мы построим и угол, равный углу А.

Вопросы, задачи и задания
1. Можно ли построить треугольник с помощью отрезков произвольной длины?
2. Постройте треугольник со сторонами а = 3 см, Ь = 8 см и с = 9 см.
3. а) Можно ли построить треугольник со сторонами а = 3 см, Ь = 4 см и

с = 7 см?
б) Какому условию должны удовлетворять длины отрезков а, Ь и с для того 
чтобы быть длинами сторон треугольника?

4. Постройте прямоугольный треугольник по двум катетам.
5. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе и катету.
6. Дана прямая а. Постройте треугольник, равный треугольнику АВС, изоб­

раженному на рисунке 6, так чтобы одна его сторона лежала на прямой а.
7*. Даны отрезки с длинами а + Ь, Ь + с и а + с.

Постройте треугольник со сторонами а, Ь, с.
8. Постройте треугольник по двум сторонам и углу 

между ними.
9. Постройте квадрат по заданной стороне.
10. Постройте треугольник по стороне и приле­

жащим к ней углам.

Дополнительные задания для продвинутых учеников.
1. Познакомьтесь со страницами главы, соответствующей данной, в электрон­

ной версии учебника «Геометрия-7». Проверьте свои знания, выполнив данные 
задания и решив тесты в интерактивных анимационных приложениях к темам 
упомянутой главы.

2. Кроме того, найдите приведенные на странице 10 материалы из интернет- 
ресурсов, относящиеся к упомянутой главе и изучите их.



Проверьте свои знания

1. Тесты.
1. Для каких значений длин отрезков а, Ь и с, приведенных ниже, нельзя построить 

треугольник, имеющий эти отрезки своими сторонами? А) а  =  1, Ь =  2, с =  3;
В) а  = 2, Ь = 3, с = 4; О) о = 3, Ь = 4, с = 5; Е) а  = 6, Ь = 4, с = 3.

2. Какими инструментами можно пользоваться при решении задач на пос­
троение? А) Транспортир; В) Транспортир, линейка;
О) Циркуль, линейка; Е) Циркуль, транспортир.

3. Какие задачи можно решать с помощью линейки при выполнении геометрических 
построений. А) Измерять отрезки; В) Чертить отрезки, прямые линии;
О) Приближенно строить прямую, проходящую через данную точку и перпен­
дикулярную данной прямой; Е) Находить середину отрезка измерением его длины.

2. Задачи.
1. Постройте некоторый угол. Постройте угол, равный данному.
2. Постройте некоторый угол. Постройте его биссектрису.
3. Начертите прямую и отметьте точку, не лежащую на ней. Постройте прямую, 

проходящую через эту точку и перпендикулярную этой прямой.
4. Начертите прямую и обозначьте точку, не лежащую на ней. Постройте прямую, 

проходящую через эту точку и параллельную этой прямой.
5. Начертите некоторый отрезок и разделите его пополам.
6. Постройте три отрезка. Постройте треугольник со сторонами, равными этим 

отрезкам.
7. Начертите некоторый треугольник. Постройте одну а) медиану; б) биссектрису,

в) высоту.

4-ая контрольная работа

Образцовая контрольная работа состоит из двух частей:
I. 5 теоретических тестов.
II. 3 задачи, подобные приведенным ниже (задача 4 для желающих получить 

оценку "отлично").
1. Постройте угол, равный данному углу в 120°, с помощью циркуля и линейки.
2. Постройте треугольник со сторонами а = 5 см, Ь = 12 см и с = 15 см.
3. В треугольнике, построенном в задаче 2, проведите медиану к стороне а.
4. Постройте треугольник по основанию, одной стороне и высоте, опущенной на 

основание.

36

35



Изучив материал этой главы вы приобретете следующие 
знания и практические навыки:
Знания:

— Знат.» определение параллельных прямых и иг. свойства’
— знать виды углов образующихся при переселении двух прямых тоетьеи и 

уметь различать их на чертеже:
— знать признаки параллельности шзух прямых:
— умет.» сформулировать теорему обратную данной’,
— знать углы с соответственно параллельными стороналч и их свойства;
— знать углы с соответственно перпендикулярными сторонами и их 

свойств-.;
— знать теорему о сумме вчушзнних углов треугольника и ее доказательстве
— знать определение внешнего угла треугольника и его свойства;
— знап, теорему о соотношениях между сторонами и углами треугольнг.ха

Навыки:
— У:.»еть строить с помощью угольника и простой линейки параллельные 

прямее,
— уметь находить на чертежа углы, образуют 'еся при лерес вменяй двух 

прямых третьей,
— умет1, находить на -.ертеже углы с соо'гвегственно параллельными или 

перпенд.: улярнымн столона! « ;
— наход-ть на практике сук-му вну-оенних углов треугольника
— уметь применять усе сенные теоретические знания и свойства гри решении 

задач м вь полненли практических работ

(Ъ )



Параллельность прямых

Активизирующее упражнение.
Пересекаются ли две прямые, перпендикулярные третьей? Обоснуйте свой

ответ.□Две прямые на плоскости называю гея параллельными прямыми, если они 
не пересекаются.

©
ь

V . . . . . . . . . .

На рисунке 1 изображены параллельные прямые. 
Параллельность прямых а и Ь записывается в виде 
а\\Ь\л читается “прямая а параллельна прямой Ь”.

Отрезки (лучи), лежащие на параллельных прямых 
называются параллельными отрезками (лучами). 
Вы часто встречались в жизни с параллельными 

отрезками. Например, железнодорожные рельсы, противоположные ребра стола 
прямоугольной формы, горизонтальные или вертикальные линии на листе из 
тетради в клетку и т. д.

Итак, согласно определению, для того чтобы прямые были параллельны,
-  они должны лежать в одной плоскости;
-  не должны иметь общей точки, т. е. не пересекаться.

Теорема, доказанная в теме 14, может быть сформулирована так:

Теорема.
лельны.

Две прямые, перпендикулярные одной прямой, парал-

© о Ь

п
А а

1

Упражнение. Покажите, что через точку О, 
не лежащую на прямой а, можно провести па­
раллельную ей прямую.
©  Решение: Проведем через точку О прямую ОА, 
перпендикулярную прямой а (рис. 2). Затем через 
точку О проведем прямую Ъ, перпендикулярную 

прямой О А. В результате, а±ОА  и ОА±Ь, т. е. имеем две прямые а и Ь, 
перпендикулярные прямой ОА. Тогда по теореме, приведенной выше, прямые а 
и Ь будут параллельны, т. е. прямая Ь -  искомая. (••)



Параллельные прямые на практике можно 
начертить с помощью простой линейки и 
угольника как показано на рисунке 3. Обоснуйте 
правильность этого способа.

Сколько прямых, параллельных данной 
прямой, можно провести через точку, не 
лежащую на ней? Следующее утверждение, 
носящее имя аксиомы параллельности, 
отвечает на этот вопрос.

Через точку, не лежащую на данной 
прямой, проходит только одна прямая, 
параллельная данной

Это утверждение принимается без доказа­
тельства.

а\\Ь 2

Теорема. Если две прямые параллельны третьей прямой, то они 
параллельны.

о д а  а .Ь \л с -  прямые, а||с, Ъ\\с.

©  Доказательство. Предположим, что а\\с 
и Ь\\с, но а и Ъ не параллельны. Тогда они 
пересекаются в некоторой точке А (рис. 4) 
и через точку А проходят две прямые а и Ь, 
параллельные прямой с. Но это противоречит 
аксиоме параллельности, значит, наше пред­
положение неправильно -  прямые а и Ь па­
раллельны. Теорема доказана.

Геометрическое исследование

Начертите угол АВС, равный 45е. На стороне В А отложите от точки В четыре 
равных отрезка и через их концы проведите параллельные прямые до пересечения 
со стороной ВС. Затем сравните длины отрезков, получившихся на стороне ВС. 
К какому выводу относительно этих отрезков вы пришли? Проверьте результат 
для угла другой угловой величины.



и  Вопросы, задачи и задания
1. Какие прямые называются параллельными?
2. Сколько прямых, параллельных данной, можно провести через точку, не 

лежащую на данной прямой?
3. Какие отрезки называются параллельными?
4. Обратите внимание на классную комнату и найдите в ней параллельные 

отрезки.
5. Покажите, что две прямые, параллельные третьей прямой, параллельны.
6. Начертите прямую и отметьте на тей точки А, В и С. С помощью линейки или 

угольника через точку А, точку В  и точку С  проведите прямые, параллельные 
между собой.

7. Можно ли назвать параллельными два непересекающихся отрезка? А два 
непересекающихся луча?

8. Какой отрезок будет называться параллельным лучу?
9. Покажите, что противолежащие стороны правильного четырехугольника 

параллельны.
10. Пусть прямая пересекает одну из двух параллельных прямых. Пересечет ли 

она вторую прямую? Обоснуйте ответ.
11. На листе начертили две параллельные прямые. Сколько получится частей, 

если разрезать лист по этим двум прямым?

Углы, образованные двумя параллельными прямыми и 
секущей

Если на плоскости две прямые а и Ъ пересекаются с третьей прямой с, то при 
этом образуются 8 углов. Обозначим их цифрами как на рисунке 1. Следующие 
пары этих углов получают отдельные названия:

© с / АЗ и А5 " 
/ 4 и / 6  _

накрест лежащие углы

а
2 / 1

~~ з / Г
/ 4 и / 5  
АЗ и А6 _ односторонние углы

Ь
6 « А1 и А5 '

— /  
у в  — -

А2 и А6 
АЗ и А7 
А4 и АВ _

соответственные углы



Приведем следующие свойства этих углов:

|  Свойство 1. Е с л и  при пересечении двух прямых секущей два накрест 
лежащих угла одной пары равны, то накрест лежащие углы второй 
пары также равны.

параллельные прямые а, Ь и пря- »—  
мая с-секущая: АЛ = А2. ^

АЗ = АА

©Доказат ельст во. Так как / 2  и / 4  -  смежные 
(рис. 2), то
А2 + АА = 180°, откуда АА = 180° -  А2.

Так как АЛ и АЗ также смежные, то АЛ + АЗ = 180°, 
откуда А3 = Л80° -А Л .

Но по условию АЛ = А2, поэтому АЗ = 180^- АЛ = 
= 180° -  А 2 -  АА. Свойство доказано.

Сеойство 2. Если соответственные углы равны, то сумма односторонних 
углов равна 180°.

©Доказат ельст во. Пусть равны углы одной пары 
соответственных углов: А2 = А6 (рис. 3). Докажем, 
что А6+АА=Л80°. Так как А2 и АА -  смежные, то 
^ 2  + ̂ 4  = 180°. Учитывая, что по условию ^ 2 = ^ 6 , 
находим, что ^6 + ^4  = 180°. Точно так же доказывается, 
что сумма других односторонних углов также равна 
180°. Свойство доказано. ©

Свойство 3. Если накрест лежащие углы равны, то соответственные 
углы также равны.

©Доказат ельст во. Пусть АЗ = А 6 (рис. 3). Так как АЗ и А2 -  вертикальные, то 
^3= ^2 . Тогда равны соответственные углы: А6 = А2. Точно также доказывается 
равенство соответственных углов других пар. Свойство доказано. ©

Вопросы, задачи и задания
1. Начертите две произвольные прямые. Проведите их секущую. Укажите од­

носторонние, накрест лежащие и соответственные углы.
2. Укажите на рисунке 4 вертикальные и смежные углы?
3. Пусть А2 = А6 = 63° на рисунке 5, найдите остальные углы.

7 —  Геометрия, 7 кл.



4. Пусть при пересечении двух прямых третьей один из 
образующихся углов равен 82°, а еще один равен 
110°. Найти оставшиеся углы.

5. Если А З -А 5  на рисунке. 5, то будет ли ^4 = ^6 ?  
Если выполняются ли равенства ^2 = ^8 ,
АЗ=А5, ^4  = ̂ 6? Обоснуйте свой ответ.

6. Могут ли быть равными односторонние углы?
7* Покажите, что если равны накрест лежащие углы, 

то сумма односторонних углов равна 180°. Верно 
ли обратное утверждение?

8* Докажите, что если при пересечении двух прямых 
секущей равны углы одной пары соответственных 
углов, то равны также и углы другой пары соот­
ветственных углов.

Признаки параллельности двух прямых

Активизирующее упражнение
На рисунке 1 изображены параллельные прямые а и 

Ь и секущая с. Выполните следующие задания и ответьте 
на вопросы.
1. Выпишите все пары накрест лежащих углов и из­

мерьте их транспортиром. Что вы можете сказать о 
градусной мере каждой пары этих углов?

2. Выпишите все пары односторонних углов и измерьте 
их транспортиром. Что вы можете сказать о градусной мере каждой пары этих 
углов?

■3. Выпишите все пары соответственных углов и измерьте их транспортиром. Что 
вы можете сказать о градусной мере каждой пары этих углов?

4. Всегда ли будут иметь место сформулированные выше свойства?

Каким способом можно установить параллельность двух прямых? Следующие 
две теоремы, называемые признаками параллельности прямых, дают ответ на 
этот вопрос.



7ео> е/ 3. Если при пересечении двух прямых 
секущей равны накрест лежащие углы, то эти 
две прямые параллельны.

@  Доказательство. 1 ) Вначале рассмотрим случай, 
когда АЛ и А2 являются прямыми (рис. 2): В этом случае 
прямая АВ  будет перпендикулярна прямым а и Ь. Тогда 
по теореме о двух прямых, перпендикулярных одной 
прямой, прямые а и Ъ будут параллельны (см. с. 95).

2) Рассмотрим теперь случай, когда АЛ и А2 не 
являются прямыми: через точку О -  середину отрезка 
АВ  (АО =ВО ) опустим на прямую а перпендикуляр ОС 
(рис. 3). На прямой Ь отложим от точки В  отрезок ВБ, 
равный отрезку АС. Рассмотрим треугольники АОС  и 
БОБ:

У этих треугольников
1. по построению: АС  =ЯО;
2. по построению: АО=ВО;
3. по условию: АЛ = А2.
Тогда по признаку СУС равенства треугольников 

ДАОС  = ДВОБ. В частности, АЗ = АЛ и А5 = А6.
Так как АЗ = АЛ, то точка И  лежит на продолжении 

луча ОС, т. е. точки С, О и I )  лежат на одной прямой.
Так как А5 = А6, то А6 также является прямым, как 

и А5. Таким образом, прямые а и Ь перпендикулярны 
одной и той же прямой СО. Следовательно, они парал­
лельны. гегрема Роказача. @

1 в д гча . Будут ли прямые а и Ь на рисунке 1 
параллельны, если А2=55° и А5 = Л25°?

'<г.V Рь чоние А2 \л АЛ -  вертикальные, поэтому 
А Л -А 2  = 55°. / 5 и / 6  -  смежные, значит, А6 = 180°- 
-^5 = 1 8 0 °-1 2 5 °  = 55°. В результате получаем, что 
накрест лежащие углы равны: АЛ=А6. Следовательно, 
по доказанному выше признаку параллельности 
прямые а и Ь параллельны. Отее/7?:да. (в)



в
1.

2 .
3.
4.
5.

6 .

7.

Вопросы, задачи и задания
Сформулируйте признак параллельности двух 
прямых.
Покажите, что а\\Ъ на рисунке 4.
Покажите, что а\\Ь на рисунке 5.
Покажите, что а\\Ь на рисунке 6.
Пусть на рисунке 1: а) /А =132°, ^8=48°; б) 22  = 36°, 
^ 5  = 144°; в) ^3  = 113°, 2б = 77°\ г) ^ 1 + ^ 7  = 180°. 
Будет ли о||6?
Пусть на рисунке 7: а) ^3 = ^4 , ВБ=СЕ, АВ=ЕЕ\
б) 2Л-22, 23=24, ВО=СЕ\ в) АВ=ЕЕ, ВБ=ЕС , 
АС = ЕБ. Покажите, что ААВС=аЕЕО.
Дана прямая а и точка К , не лежащая на ней. Через 
точку К  проведены 4 прямые. Сколько прямых 
пересекают прямую а?

Признаки параллельности двух прямых (продолжение)

Свойство, непосредственно следующее из теоремы, 
называется следствием. Исходя из теоремы, доказанной 
на предыдущем уроке, и из свойств 2, 3, доказанных на 
уроке 38, делаем следующие выводы.

Следствие 1. Если при пересечении двух 
прямых секущей, соответственные углы равны, 
то эти прямые параллельны (рис. 1).

Следствие 2. Если при пересечении двух 
прямых секущей, сумма односторонних углов 
равна 180°, то эти прямые параллельны (рис. 2).

Задача. Какие из прямых, изображенных на ри­
сунке 3 параллельны?

@  Решение: Из равенства вертикальных углов следует, что - 105°, / 2  -  125°, 
23 = 115°. Прямые а и Ь не параллельны, так как /А  +65° = 105° + 65°^  180°. 

а\\В, так как /А  +75°= 105° + 75°= 180° (см. следствие 2).



Точно так же Ъ\\е, так как 650+ ^ 3  = 650 + 115° = 
= 180°.

Прямые а, с и е н е  параллельны, так как их соот­
ветственные углы не равны (см. следствие 1).

Точно так же прямые Ь и с1 также не параллельны, 
так как не равны соответственные углы: 65°^75° 

Ответ: а\\с1, Ъ\\е. ©

Задача. Верно ли, что а\\Ъ на рисунке 4?

©  Решение По свойству вертикальных углов х =36°. 
Отсюда а=4х=  4-36° = 144°. Сумма односторонних 
углов х  + а=36°+144°=180с. Значит, по следствию 2 
а\\Ь . ©

а Вопросы, задачи и задания
1. Назовите признаки параллельности двух прямых.
2. Найти угол х  на рисунке 5, для которого прямые а 

и Ъ будут параллельны?
3. Найдите неизвестный угол на рисунке 6.
4. Пусть на рисунке 7: а) ^1=^5=105°; б) ^3=60°, 

^8  = 120°. Найдите остальные углы.
5. Какие стороны параллельны у четырехугольника 

на рисунке 8?
6. Один из углов, образующихся при пересечении двух 

прямых секущей, равен 32°. Будут ли параллельны 
эти прямые, если соответственный ему угол равен 
33°?

7. Покажите, что биссектрисы накрест лежащих углов, 
получающихся при пересечении двух параллельных 
прямых а и Ъ секущей с, параллельны (рис. 9).
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Обратная теорема

Если поменять местами условие и заключение теоремы, получится новое 
предложение (иначе, новое утверждение). Если оно также будет правильным, то 
оно называется обратной теоремой по отношению к данной теореме.

Прямая теорема: Если

Коротко: А => В

верно 
утверждение А,

Черно 
то утверждение В

верно 
утверждение В,

то верно
утверждение А

Коротко: В => А

Пример: “Если треугольник равнобедренный, то углы прилежащие к его 
основанию, равны", обратная теорема: “Если углы, прилежащие к одной из 
сторон треугольника, равны, то треугольник равнобедренный".

Упражнение 1. Обратная теорема, данная выше рассматривается как 
"признак равнобедренного треугольника". Докажите самостоятельно, что она 
верна.

Однако надо заметить, что утверждение, сформулированное как обратное к 
прямой теореме, не всегда будет верно.

Например, утверждение "Если углы равны, то они вертикальные", обратное к 
теореме “Если углы вертикальные, то они равны”, является неверным. 

Упражнение 2.
1. Составьте утверждение, обратное к предложению “Если идет дождь, то на небе 

тучи". Выясните, всегда ли верно это обратное утверждение.
2. Сформулируйте теоремы, обратные к приведенным ниже. Проверьте, будет 

ли верным утверждение, составляющее его содержание.
1) Два перпендикуляра к одной прямой не пересекаются.
2) Если два треугольника равны, то равны и их соответствующие стороны.
3) Если смежные углы равны, то они прямые.
4) Две прямые параллельные порознь третьей, параллельны.

и
1.

Вопросы, задачи и задания
В чем разница между прямой и обратной теоремами?



2. Будет ли всегда верна теорема, обратная к 
верной теореме?

3. Можно ли, доказав прямую теорему, принять 
обратную к ней без доказательства?

4. Как называется теорема, обратная к обратной 
теореме.

5. Запишите условие и заключение следующих 
теорем. Сформулируйте теоремы, обратные к 
ним и проверьте, будут ли они верны:
1) Если АС -В Б  на рисунке 2, то АВ  = СБ.
2) Если /А  =А2 на рисунке 3, то ^3= ^4 .
3) Если ЕР\\АС  на рисунке 4, то /А  =АЗ.
4) Если А О =О В  и СО=СЮ на рисунке 5, то 

ДЛСЮ = Д50С.
6. Через блоки, прикрепленные в точках А и 

В перекинута нить с подвешенными на них 
грузами Р1 и Р2 (рис.6). Груз Р3, подвешенный 
на нити в точке С, уравновешивает грузы Р  
и Р2. Докажите, что ААСВ = АА + АВ, если 
известно, что АРХ\\ВР^\СР3.

7. Сформулируйте теоремы, обратные к приве­
денным ниже, и проверьте их правильность:
1) Если при пересечении двух прямых секущей, 

соответственные углы, образовавшиеся при 
этом, равны, то эти прямые параллельны.

2) Прямые, порознь параллельные третьей 
прямой,параллельны.

3) В равностороннем треугольнике все углы 
равны.

8. Сформулируйте теоремы, обратные к призна­
кам равенства треугольников. Верны ли эти 
обратные теоремы?



Углы, образованные двумя параллельными прямыми и 
"секущей

Ниже мы остановимся на теоремах, обратных признакам параллельности. 

Герре; *а_7. Накрест лежащие углы, образованные при пересечении
двух параллельных прямых секущей, равны.

-
^ а\\Ъ, с-секущая (рис. 1)

© с  7
Л

а

ъ
/ в

П ^ > ^ ~ ^ = / 2  I

©  Доказательство. Предположим противное: 
пусть /Л  *  /2 .  Отложим от луча АВ  угол САВ, 
равный / 2  ( /С А В = /2 ).  В таком случае, при 
пересечении прямых СА и Ь с прямой АВ, 
получим равные (по построению) накрест лежа­
щие углы /.САВ  и /2 .

Значит, прямые СА и Ь параллельны. Таким образом, через точку А  не лежащую 
на прямой Ь, проходят две прямые (СА и а), параллельные прямой Ъ.

Но это противоречит аксиоме параллельности. Значит, наше предположение 
неверно и /Л  = / 2 . Теорема доказана.

Следствие. Если прямая перпендикулярна к одной из двух параллельных 
прямых, то она перпендикулярна и ко второй прямой.

Докажите самостоятельно утверждение, приведенное в следствии.

“ еорСаИа 2. Соответственные углы, образованные при пересечении 
двух параллельных прямых секущей, равны.

) и ч а д г  з. Сумма односторонних углов, образованных при пересечении 
двух параллельных прямых секущей, равна 180°.

Попробуйте доказать эти теоремы самостоятельно.

Задача. Найти неизвестные углы на рисунке 2.

©  Решение: Так как сумма односторонних 
углов 78°+102о=180°, то а\\Ь. Значит, по 
теореме 1 угол 2 = 48° и „т = у. Но х  + .V + 48° = 
=180° (как смежные), откуда угол х  = 66°. Тогда 
и угол у  = 66°.

Ответ: х  = 66°; у  = 66°; 2 = 48°. ©

©
102 48°



5)^12 = / 1  (по свойству соответственных 
углов при параллельных прямых) и /П = /Ь  (как 
вертикальные). / 5 и / 1  -  соответственные.

поэтому *  А5 = /.1  = ̂ 12 , т. е. 
равенство = ^12 не верно.

9) ^4 = ^2 , /ЛЪ -/ЛЪ  (как вертикальные), 
с\\с1, так как А2 и ./15  -  односторонние, 
то ^ 2  + ^ 1 5  = 180°.  Значит, равенство 
^4 + ^1 3  = 180° верно.

11) Так как с\\с1, то /Л=АЛ0 (как накрест 
лежащие углы при параллельных) и ^10=^12  
(как вертикальные). Значит, ^7=^12.

Поэтому равенство ./7+^12  = 180° верно 
только при ^7=^12= 90°. ©

Подобным же образом самостоятельно 
проверьте остальные равенства.

Вопросы, задачи и задания

1. Покажите, что А С = СВ на рисунке 4.
2. Как можно применить задачу 1 при на­

хождении середины данного отрезка?
3. Известно, что ВС\\А Д  АО = О й  на рисунке

5. Докажите равенства а) ВО = ОС] б)АС=  
= В Б ] в)ААОВ=АСОО] г)ААВО=ААСО.

4. Если 5СЦ/Ш  и АВ\\СО  на рисунке 6, то 
АЛВО = а СВО.

5. Если а\\Ь на рисунке 7, то чему равен т?

Задача. с\\А на рисунке 3. Какое из следующих равенств верно?
1) /Л  = ̂ 15; 2) ^3  = ̂ 13; 3) ^4  = ̂ 16; 4) ^ 4 = ^ 8 ; 5) ^1= ^12 ;
6) ^ 7  = ̂ 10; 7) ^8  = ̂ 16; 8) ^8= ^11 ; 9 ) ^ 4  + ̂ 13  = 180°;
10 )^ 6 + ^ 1 4  = 180°; 11 )^7+^12  = 180°; 12)^8+^9=180°

© Решение: 3) А 4-А 2  (как вертикальные),
Так как А2 и ./16 -  соответственные, то А2 =
= ̂ 16. Значит, равенство ./4=^16  верно.



Углы с соответственно пара плел ьчык*и сторонами
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Теорема 1. Острые углы с соответственно 
параллельными сторонами, равны.

© Доказательство. Пусть оба угла А и В острые 
и соответствующие стороны этих углов лежат на 
взаимно параллельных прямых а и Ь. с и с! (рис. 1).
Тогда,

АА = А 1,
так как они являются соответственными углами при параллельных а и Ь и секу­
щей с. Точно также

А В = А 1,
так как они являются соответственными углами при параллельных с и с! и секущей 
Ь. Из этих равенств следует, что АА = АВ. Теорема доказана. (5)

Приведем еще две теоремы об углах, прилегающих к соответственно па­
раллельным сторонам. Докажите их самостоятельно.

Теорема 2. Тупые углы с соответственно параллельными сторонами, 
равны.

Теорема 3. Сумма острого и тупого углов с соответственно параллель­
ными сторонами, равна 180°.

| Задача. Проведите через точку М, лежащую во внутренней области 
острого угла, прямые, параллельные сторонам угла. Укажите углы с соот­
ветственно параллельными сторонами и определите имеющиеся между 
ними связи.

Решение Пусть даны острый угол ВАС  и точка М, лежащая в его внутренней 
области (рис. 2). Проведем прямые В М  и М С  такие что ВМ \\АС  и АВ\\МС. 
Имеющие соответственно параллельные стороны

а) острые углы: АВАС, АРМЕ, АВМС, АСВМ, АНВА, А.МСР, АА С К  равны 
по теореме 1.

б) тупые углы: АНВС, ААВМ, ААСМ, АКСИ, АСМЕ, АВМР  так же равны по 
теореме 2.

Суммы приведенных в списках а) и б) соответственно острого и тупого углов 
равны 180° по теореме 3.



а Вопросы, задачи и задания

В квадрате АВСЮ назовите пары углов 
с соответственно параллельными сто­
ронами.
Выпишите углы с соответственно па­
раллельными сторонами, если а\\Ь и 
с||б/на рисунке 3.
Чему равны А2 \л АЪ, если а\\Ь и с\\с! 
и АЛ = 50° на рисунке 4?
Пусть а\\Ь и ^ 2  = 30° на рисунке 5. 
Будет ли какой-нибудь из оставшихся 
семи углов равен 70°? Разъясните ваш 
ответ.
Разность углов с соответственно па­
раллельными сторонами равна 40°. 
Найти эти углы.
Сумма двух углов с соответственно па­
раллельными сторонами равна 146°. 
Найти эти углы.
Один из углов с соответственно парал­
лельными сторонами больше второго 
в 3 раза. Найти эти углы.
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Углы с соответственно перпендикулярными сторонами

Теорема 1. Острые углы с соот­
ветственно перпендикулярными 
сторонами равны.

© Д оказат ельст во. Пусть ААВС  и 
АА В С } — острые углы и имеют соот­
ветственно перпендикулярные стороны, 
т. е. АВ±Л]В 1 и ВС±ВхСл (рис. 1). От точки



В  проведем лучи ВЛА^ и ВЛСЛ, параллельные сторонам ВА2 и ВСГ Тогда 
/ А ХВ ХС̂  = / А 1ВС2, так как это углы с соответственно параллельными сторонами. 
С одной стороны, /.АВС  + /СВА^  = 90°, так как АВ 1 А .В . Откуда /А В С  = 90°- 
-  /С В А 2. С другой стороны, /С В А 2 + / А пВС^ = 90°, так как СВ 1  ВС2. Откуда 
/ Л 2ВС2= 90° -  /С В А 2.
Таким образом, /А В С  = / А 2ВС2, следовательно, /А В С  = / А ХВ ХСУ 

Теорема доказана. (**)

Ниже приведены еще две теоремы об углах с соответственно перпендикуляр­
ными сторонами. Докажите их самостоятельно.

Теорема 2. Тупые углы с соответственно перпендикулярными сто­
ронами равны. 

7< г )ема 3. Сумма острого и тупого углов с соответственно перпен­
дикулярными сторонами равна 180°.

шШ Задача. Найти неизвестные углы на рисунке 2. 
(~ ) Решение. Не трудно видеть, что /А В С  и /А О С '-  
углы с соответственно перпендикулярными сторонами: 
В А /О А , В С Ю С . О ни  не равны, следовательно, по 
теореме 3, / В + / 0  = 180°, т. е. 7х + 11.т=180°. 18д =180°. 
Значит, „г=10°, / В  = 7х = 70°, / И  = 110°.

Ответ. / В - 70°, ^7)= 110°. @

и  Вопросы, задачи и задания
1. Какими свойствами обладают углы с соответственно перпендикулярными 

сторонами?
2. Когда углы с соответственно перпендикулярными сторонами равны?
3. Сумма каких углов с соответственно перпендикулярными сторонами равна 

180°?
4. Углы с соответственно перпендикулярными сторонами: а) оба острые,

б) оба тупые, в) один острый, а второй тупой.
Какие соотношения имеют место между ними?



5. Укажите на следующем рисунке углы с соответственно перпендикулярными 
сторонами и найдите неизвестные углы.

6. На следующем рисунке найдите неизвестный угол х.

7. Укажите углы с соответственно перпендикулярными сторонами.

8. Один из углов с соответственно перпендикулярными сторонами в 3 раза больше 
другого. Найти эти углы.

9. Один из углов с соответственно перпендикулярными сторонами равен 70°. 
Найти второй угол.

10. Сумма двух углов с соответственно перпендикулярными сторонами равна 168°. 
Найти эти углы.



Проверьте ваши знания

1. Заполните пропуски в предложениях в соответствии со смыслом.
1. Через точку, лежащую на прямой, можно провести перпендикулярную к ней

2. Если при пересечении двух прямых секущей равны............... то эти прямые
параллельны.

3. Если на плоскости две прямые....................то они называются параллельными
прямыми.

4. Прямая, пересекающая одну из двух параллельных прямых...................
5. Через точку, не лежащую на прямой, проходит................  параллельная ей

прямая.
6. Через произвольную точку прямой можно провести только одну прямую,

7. Прямые, пересекающиеся под прямым углом называются ...................
8. Прямые, порознь одной прямой, параллельны.
9. Если при пересечении двух прямых секущей односторонние углы  , то

прямые параллельны.
10. При пересечении двух параллельных прямых соответственные............

2. Если в следующих фразах имеются ошибки, найдите и исправьте их.
1. Только через одну точку прямой можно провести к ней перпендикуляр.
2. Только из одной точки, не лежащей на данной прямой, можно опустить 

перпендикуляр на данную прямую.
3. Прямая, перпендикулярная к одной из параллельных прямых АВ и АК, будет 

перпендикулярна и к  другой.
4. Накрест лежащие углы, которые образуются при пересечении двух прямых 

секущей, равны.
5. Если два отрезка не пересекаются, они называются параллельными.
6. Углы с соответственно параллельными сторонами равны.
7. Если а±Ъ, 6_1_с, то а±с.
8. Сумма углов с соответственно перпендикулярными сторонами равна 180°.
9. Если равны односторонние углы, образующиеся при пересечении двух прямых 

секущей, то прямые параллельны.
10. Прямые, параллельные перпендикулярным прямым, параллельны.
11. Если а\\Ъ, Ъ\\с, то а\\с.



3. Найти соответствующие геометрические понятия для свойств или 
толкований лрив^денных в таблице.

1. Прямые, не имеющие общей точки

2. Пересекаются под прямым углом

3. Из точки на прямую можно опустить только один

4. Из точки на прямую можно опустить сколько угодно

5. Условие и заключение поменяли местами

6. Углы, получающиеся при пересечении двух прямых секущей

4. Сопоставьте геометрическому понятию данному в перво») столбце, 
соответствующее свойство или толкование из второго стог.бца.

Гэометрическое понятие Свойство, толкование

1. Параллельные прямые
2. Перпендикулярные прямые
3. При пересечении двух 

прямых секущей
4. Накрест лежащие углы
5. Обратная теорема
6. Односторонние углы

А Верна не всегда.
B. Не пересекаются.
C. Образуют при пересечении прямой угол. 
Р. Получаются накрест лежащие, соот­

ветственные и односторонние углы.
Е. Лежат в одной полуплоскости.
Р. Если они равны, то прямые параллельны.

5. Тесты.
1. Сколько прямых, параллельных данной прямой, можно провести через точку, 

не принадлежащую ей?
А) 1; В) 2; й) 4; Е) сколько угодно.

2. Какой из ответов правильный, если а||Ь, Ь±с, с±с1 ?
А) аЛД ЪЫ  В) а±с, Ь\|с!
О) а\\с, аАх! Е) а±с, аАх!, Ь±с1.

3. Сколько перпендикуляров можно опустить на прямую, лежащую в плоскости, 
из точки, не принадлежащей прямой?
А) 1; В) 2; й) 4; Е) сколько угодно.

4. Один из двух углов с соответственно перпендикулярными сторонами на 90° 
больше второго. Найти эти углы.
А) 90°, 90°; В) 60°, 150°; й) 30°, 120°; Е) 45°, 135°.
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5. Найти угол х, если а\\Ъ на рисунке 1.
А) 100°; В) 110°; 0)130°; Е) 140°.

6. Найти угол х, если а\\Ъ на рисунке 2.
А) 30°; В) 45°; 0)60°; Е) 36°.

7. Найти угол х  на рисунке 3.
А) 96°; В) 108°; 0)112°; Е) 78°.

8. Найти угол х  на рисунке 4.
А) 96°; В) 86°; 0)94°; Е)74°.

9. Найти угол а, если а||6 и а -  Р=70° на рисунке 5. 
А) 30°; В) 125°; 0)75°; Е) 36°.

1. Найти на рисунке 1 углы со взаимно пер­
пендикулярными сторонами и указать рав­
ные углы.

2. Найти угол х  на рисунке 2, если 0А 10С , 
ООЮ В.

3* Сколько углов со взаимно перпендикуляр­
ными сторонами на рисунке 3?

4. а+р=? (рис. 4)
5. х  = ? (рис. 5)
6 * В треугольнике АВС  через середину бис­

сектрисы А й  проведена прямая, перпен­
дикулярная АО, которая пересекает сторону 
АС  в точке М. Докажите, что КЮ\\АО.

11_2



5-ая контрольная работа

Контрольная работа, взятая за образец, состоит из двух частей:
I. 5 тестов, подобных приведенным на страницах 111-112;
II. 3 задачи, подобные данным ниже (задача 
4 предназначена для хорошо успевающих 
учеников).

1. При пересечении двух параллельных пря­
мых секущей, один из получившихся углов 
равен 34°. Найдите остальные углы.

2. Докажите, что АВ=СО, если ВС\\АО  и 
АВ \\С й  на рисунке 1.

3. Пусть а\\Ь, с\\с! и ^1=48° на рисунке 2.
Найдите остальные углы.

4. В ААВС  проведена биссектриса АО. Пря­
мая, проведенная из точки О  пересекает 
сторону АС  в точке Е. Докажите, что если 
АЕ=йЕ,т оО Е\\АВ .

113

46

8 —  Геометрия, 7 кл.



Теперь мы докажем одну из важнейших 
теорем геометрии -  теорему о сумме углов 
треугольника.

А.4ВС 
А М А К

А Р О В
- -

2. На листе бумаги начертите треугольник 
АВС, вырежьте его и, обозначив его углы 
цифрами 1, 2, 3, оторвите их. Затем сло­
жите их как показано на рисунке 2. Какой 
вывод можно сделать?

Теорема о сумме внутренних углов треугольник?

Активизирующее упражнение.
I. Измерьте транспортиром все три угла 

треугольника АВС, данного на рисунке, 
и найдите их сумму. Такую же работу 
выполните и для треугольников М1ЯЬ и 
Р()К. Заполните таблицу по результатам 
вычислений. Какое свойство вы заметили? 
Выразите его в одном предложении.

Треугольники

ТвООвМв. Сумма углов треугольника равна 
?80°.

с > С  А̂А + АВ  ч- А С  = 180'

©  Доказательство. Через вершину А проведем 
прямую о. параллельную стороне ВС (рис. 3).



АВ.
АЛ -  АА, так как эти углы накрест лежащие при параллельных а и ВС  и секущей

АЗ = А5, так как эти углы накрест лежащие при параллельных а и ВС  и секущей

I

АС.
АА + А2 + А5 = 180°, так как эти углы имеют одну 

вершину и образуют развернутый угол. Из этого равенства 
следует, что,

АЛ+ А2 +АЗ = 180°, т. е. АА + АВ + АС  = 180°. 
Теорема доказана. ( у

Задача 1. Используя сведения, данные на рисунке 
4, найти неизвестный угол л;, 

с ) Р е ш е н и е . Так как ААВС  -  равнобедренны й, 
ААСВ=АА=А0°. По свойству вертикальных углов, 
АОСЕ=ААСВ=АО°. По условию, А С Е й  также равно­
бедренный. Поэтому АИ С Е= АО ЕС  = 40°.

Значит, по теореме о сумме углов треугольника, в 
АСйЕ: 40°+40°+х = 180° или х=100°.

Ответ: 100°. (••)

Задача 2. Найти градусную меру углов треугольника, если они относятся 
как 2:3:7.

с )  Решение: Углы треугольника обозначим, следуя условию, 2л, Зх и 7х. Тогда 
по теореме о сумме углов треугольника получим уравнение 2х + Зл:+7х = 180о, 
откуда находим, чтолг=15°.

Значит, градусные меры углов треугольника 30°, 45° и 105°.
Ответ: 30°, 45°,105°. ©

и  Вопросы, задачи и задания
1. Сформулируйте теорему о сумме углов треугольника и поясните на чертеже.
2. Сколько прямых углов может быть у треугольника?
3. Сколько тупых углов может иметь треугольник?
4. Существуют ли треугольники с углами: а) 5°, 55°, 120°; б) 46°, 150°, 4°; в)100°, 

20, 50°?
5. Найдите третий угол треугольника, если два угла треугольника: а) 60° и 40°;

б) 70° и 85°; в) 90 и 45°; г) 105° и 30°.



Найдите неизвестный угол.6.

7. Найдите неизвестный угол.

8. Найдите неизвестный угол.

9. а )х= ? \ Ь )А В  и ВЕ-биссектрисы, АВАС=6А°, ААВС =96°, х=?

12*. Найти угол а. если а, (3, у -  углы треугольника и а = (Р+у)/2.
13. Найти углы равностороннего треугольника.
14. Найти углы равнобедренного прямоугольного треугольника.
15. Найти углы равнобедренного треугольника, если один из них а) 50°; б) 60°; 

в) 105°.



Свойство внешнего угла треугольника

Угол, смежный углу треугольника, называется 
его внешним углом.

На рисунке 1 изображены внешние углы СВИ  и 
АВЕ  треугольника АВС  при вершине В. Очевидно, 
что эти углы равны как вертикальные. Начертите и 
покажите на чертеже внешние углы при вершинах 
А и С.

Углы треугольника, для того чтобы отличать их 
от внешних углов, называют также внутренними 
углами.

\ Геометрическое исследование.
Измерьте с помощью транспортира все внутрен­

ние и внешние углы треугольника АВС  на рисунке 2 и 
сравните величины каждого внешнего угла треуголь­
ника с суммой двух внутренних углов, не смежных с ним:

а) / 4 и / 2  + АЗ
б) А5 и АЛ + АЗ
в) А6\л АЛ + А2
К какому выводу вы пришли в результате сравне­

ния? Сформулируйте его в виде предположения.

Теорема. Внешний угол треугольника равен сумме двух внутренних 
углов, не смежных с ним.

А А ВС, 4 — внешний
уют (рис. 1) ■=> Доказать: 

А1 + А2 = А4

@ Доказательст во . Обратимся к рисунку 1. По свойству смежных углов 
АЗ + АЛ = 180°.

По теореме о сумме углов треугольника АЛ + А2 + АЗ = 180°.
Из этих двух равенств следует 

АЛ + А2 + А$ = А ^  + АЛ. Таким образом, АЛ + А2 = АЛ.
Теорема доказана. ©
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Из этой теоремы следует.

Следствие. Внешний угол треугольника 
больше каждого из внутренних углов, не 
смежных с ним.

Проверьте его правильность самостоятельно.

и  Вопросы. задачи и задания
1. Что такое внешний угол треугольника?
2. Сформулируйте теорему о внешнем угле треу­

гольника.
3. Найти внутренние углы треугольника, если два 

его внешних угла равны 120° и 135°.
4. Один из внутренних углов треугольника равен 

30°, один из внешних углов равен 60°. Найти 
оставшиеся внутренние углы треугольника.

5. Найти неизвестный угол на рисунке 3.
6. На рисунке 4 найти х + у .
7. Чему равен угол х, если а\\Ь на рисунке 5.
8. Чему равен угол х, если а\\Ь на рисунке 6.
9. Чему равен угол х, если а\\Ь на рисунке 7.
10. Чему равен угол х, если а\\Ь на рисунке 8.
11. Может ли внешний угол треугольника быть 

острым? Если может, то сколько таких углов 
имеется у треугольника?

12.* Найти сумму внешних углов треугольника.

( © .
*

ь / -
X

у



Решение задач

. Задача. Докажите, что сумма углов четырех- 
угольника равна 360°.

(з )  Решение: Начертим произвольный четырехуголь- 
ник АВСБ. Соединив вершины А и С, разобьем его на 
два треугольника. Сумма внутренних углов ка>кдого из 
треугольников АВС  и А Б С  равна 180° (рис. 1):

^ 1 + ^ 2  + ̂ 3  = 180°, А4 + А5 + А6 = 180°.

Так ка к  АА = А1 + А4  и ^ С = ^ 3  + ̂ 6 ,  то 
А А + А В + А С + А О  = (^ 1 + ^ 4 )+ ^ 2 + (^ 3 + ^ 6 )+ ^ 5  =

= (АЛ +А2+А3>)+ (А4+А5+А6) = 180°+180° = 360°. ©

и  Вопросы, задачи и задания
Градусные меры двух углов треугольника относятся 
как 5:9, третий угол на 10° меньше, чем меньший 
из них. Найти углы треугольника.
Внутренние углы треугольника, не смежные с его 
внешним углом, равным 108°, относятся как 5:4. 
Найти эти внутренние углы.
Могут ли две стороны треугольника быть перпен­
дикулярными его третьей стороне?
Могут ли у треугольника быть: а) 1; б) 2; в) 3 тупых 
внешних угла?
Могут ли быть равными внутренний и внешний 
углы треугольника при одной его вершине?
Найти сумму углов пятиугольника на рисунке 2. 
Найти неизвестные углы (рис. 3).
Покажите, что треугольник с двумя равными углами 
является равнобедренным.
Один из углов равнобедренного треугольника 
равен: а) 120°; б) 70°. Найти два других угла.

10. Угол при основании равнобедренного треугольника 
равен а) 15°; б) 75°? Найти его остальные углы.

1.

2.

4.

5.

6.
7.
8 .

9.

‘®  (
/ 1 х

П20°

5х



11. Докажите, что если соответствующие стороны 
двух треугольников параллельны, то прилежащие 
к ним углы равны.

12. Найти углы АОВ и ЕОС, если АВ=ВС, /АВС=  50°, 
АЕ и ВС -  биссектрисы на рисунке 4.

13. Найти на рисунке 5 неизвестный угол х.
14. Найти на рисунке 6 неизвестный угол х.
15. Пусть соответствующие стороны двух треуголь­

ников перпендикулярны. Будут ли равны соот­
ветствующие им углы? Обоснуйте ответ.

16. Можно ли из какого-нибудь треугольника получить 
два остроугольных треугольника с помощью 
одного разреза вдоль прямой? Обоснуйте свой 
ответ.

Свойства прямоугольного треугольника

Напомним, что у прямоугольного треугольника один угол прямой (90°), а 
два других острые. В прямоугольном треугольнике сторона, противолежащая 
прямому углу, называется гипотенузой, а каждая из двух оставшихся сторон 
называется катетом. Рассмотрим теперь некоторые свойства прямоугольного 
треугольника.

О Свойство 1. Сумма двух острых углов прямоугольного треугольника 
равна 90°.

На самом деле, сумма внутренних углов треугольника равна 180°. Но один из 
углов прямоугольного треугольника равен 90°. Поэтому сумма двух оставшихся 
углов также равна 90°.

Задача 1. Катет, лежащий против угла в 30°, равен половине гипотенузы.

©  Пусть /Л С В  = 90° и /А В С  = 30° в прямоугольном треугольнике АВС на рисунке 

1. В таком случае /В А С  = 60°. Покажем, что АС = ~  .

(50



Построим, как показано на рисунке 1, треугольник 
В СИ, равный данному треугольнику. В результате 
получим треугольник АВИ, все углы которого равны 
60°. Очевидно, треугольник АВИ  равносторонний. В 
частности, АВ = АО. Но

А Б  = АС  + СО = 2АС.
АВСледовательно, АВ  = 2 АС, те. АС  =

Свойство ооказано.

© в)

/ 3 0 °

/60 ° ,

з о \

. 6 о \
А ~  ' С '  Ъ

Свойство 2. Если один из катетов прямоугольного треугольника равен 
половине гипотенузы, то этот катет противолежит углу 30°.

Это свойство -  обратное свойству 1. Докажите его самостоятельно.

Задача  2. В прямоугольном треугольнике АВС  угол С -  прямой, А В =12 и 
СО =ОВ. Найти СО (рис. 2).

Решение-. СИВ -  равнобедренный треугольник, 
так как С 0 = 0 5  (рис. 2). Обозначим А В =р. Так как 
АА+АВ=90°, то АА+р=90°. Но на чертеже а+Р=90°, 
значит, АА=а. Поэтому А Б С -  равнобедренный тре­
угольник. Следовательно, ^ 0  = С 0 = 0 5 , т. е. точка 
О -  середина стороны АВ.

Тогда СО = 4 ^  = 6. Ответ: СО = 6.

При решении этой задачи мы показали, что АО =О Д и ЛО = СО. Эти равенства 
выражают следующее свойство прямоугольного треугольника.

Свойство 3. В прямоугольном треугольнике медиана, проведенная 
к гипотенузе, равна ее половине.19

К этому важному свойству мы вернемся в 8 классе.

В Вопросы, задаче и задания
1. Как называются стороны прямоугольного треугольника?
2. Чему равна сумма острых углов прямоугольного треугольника?
3. Может ли какой-нибудь из углов прямоугольного треугольника быть тупым?
4. Сколько высот у прямоугольного треугольника?
5. Какая имеется связь меизду катетом, противолежащим углу 30°, и гипоте­

нузой?



6. Покажите, что в равнобедренном прямоугольном треугольнике высота, опущен­
ная на гипотенузу, равна ее половине.

7. а )с  == 9

а) А

б)ЛЯ=18, Я1)=?

С

в) Л'== 9

б) А ь е) СЛ

А . ЛВ в

9. Медиана, проведенная к гипотенузе прямоугольного треугольника, равна 8 см. 
Пусть один из углов треугольника равен 60°. Найти стороны, прилежащие к 
этому углу.

Точность и краткость в геометрии
Известно, что точное математическое предложение достаточно полное 

и вместе с тем краткое, не должно содержать лишних слов.
1. Попробуйте найти лишние слова в следующих предложениях.

а) В прямоугольном треугольнике сумма двух острых углов равна 90°.
б) Если в прямоугольном треугольнике катет равен половине гипотенузы, 

то противолежащий ему острый угол равен 30°.
2. Используя подходящие термины, сократите следующие предложения.

а) Многоугольник с наименьшим числом сторон;
б) хорда, проходящая через центр окружности;
в) равнобедренный треугольник, основание которого равно боковой 
стороне.



Признаки равенства прямоугольных треугольников

У п раж нени е . Пусть даны прямоугольные треугольники АВС  и А хВ хСу Эти 
треугольники имеют по одному равному (прямому) углу. Поэтому для прямоугольных 
треугольников признаки равенства значительно упрощаются.

Приведем признаки равенства прямоугольных треугольников по двум катетам 
(КК признак), катету и острому углу (КУ признак), гипотенузе и острому углу (ГУ 
признак) и гипотенузе и катету (ГК признак):

В

Теорем а. КК признак. Если катеты 
одного прямоугольного треугольника 
соответственно равны катетам другого 
прямоугольного треугольника, то эти 
треугольники равны (рис. 1).

Этот признак непосредственно сле­
дует из СУС признака равенства тре­
угольников.

Теорема. К У  признак. Если катет и 
прилежащий к нему угол одного пря­
моугольного треугольника соответ­
ственно равны катету и прилежащему 
к нему углу второго прямоугольного 
треугольника, то такие треугольники 
равны (рис. 2).

Этот признак непосредственно сле­
дует из УСУ признака равенства тре­
угольников.

Теорема. ГУ признак. Если гипотенуза 
и острый угол одного прямоугольного 
треугольника соответственно равны 
гипотенузе и острому углу второго 
прямоугольного треугольника, то такие 
треугольники равны (рис. 3).

Этот признак непосредственно сле­
дует из УСУ признака равенства тре­
угольников.
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Теорема. ГК признак Если гипотенуза и 
катет одного прямоугольного треуголь­
ника соответственно равны гипотенузе 
и катету второго треугольника, то такие 
треугольники равны (рис. 4).

Этот признак надо доказать. Даны тре­
угольники АВС  и А 1В ]С , (рис. 4) и пусть у них 
АС = 90°, АС, = 90°, АВ = А ,Ви ВС = В,С,. Надо 
показать, что А АВС = АА ,В ,С ,.
©  Доказательство. У треугольников АВС  и 
А,В,С, равны две стороны: АВ = А,Ви ВС=В,С,. 
Если удастся показать, что углы АВС  и А,В,С, 
так же равны, то равенство треугольников будет 
следовать из СУС признака.

Для доказательства приложим к треуголь­
нику АВС  треугольник А ,В,Си совместив катет 
ВС  с равным ему катетом В,С, (рис. 5). Тогда 
лучи СА и С,А , образуют развернутый угол, 
так как АС и А С ,-  прямые, т. е. точки Л, С, С, и 
А , будут лежать на одной прямой. В результате 
треугольник АВА, будет равнобедренным. 
Но высота равнобедренного треугольника, 
опущенная на основание, будет биссектрисой 
(согласно заключению теоремы на стр. 66). 
Значит, ААВС = АА,В,С,.

ГК признак доказан.

Задача. На основании данных рисунка 6 докажите, что треугольник А В С -  
равнобедренный.

к у  Решение: ААЕИ =а ВЕО  по гипотенузе 
и острому углу. Треугольники СЕИ  и СЕИ -  
прямоугольные, так как ЕО = ЕО  и С73- их 
общая гипотенуза, тогда АС ЕЙ  =ДС/-Х> по ГК 
признаку.

Значит, Д /Ш С = АВИС, т.е. АС= ВС  и А ВС 
равнобедренный треугольник. ” )



в Вопросы, задачи и задания
1. Назовите и сформулируйте признаки ра­

венства прямоугольных треугольников.
2. Будут ли равны прямоугольные треугольни­

ки, если катет и угол одного треугольника 
соответственно равны катету и углу второго 
треугольника?

3. Будут ли равны треугольники АСВ и ОСЕ, 
если на рисунке 6:
а)А А =А О , АВ=АЕ\
б) ВС  = ИЕ, АВ = СЕ\
в) АС  = СО, ВС=СЕ:
г) АВ=ОЕВ

4. Будут ли равны треугольники О АС  и ООВ, 
если на рисунке 7: а) ОС = ОВ\ б) АС  = ВО\
в) АО  = Ш ;  г) А С = СЮ; д) АОСА = АОВ О?

5. Докажите, что если в прямоугольных тре­
угольниках АВС  и А В С, углы Л и А ] прямые, 
ВО  и В 10 ] биссектрисы, АВ = АВу ВО = #,7),, 
то ДАВС  = ДА хВ хСу

6. Будут ли равны треугольники ВАС  и СОВ, 
если на рисунке 8:
а )АС=ВО \
б) О А = СЮ;
в) АОСВ=АОВС\
г) ДС=СЮ; 
р)АА С В = АОВС?

7. В треугольнике АВС  проведена высота 
ВО. Докажите, что треугольник АВС  равно­
бедренный, если АО=ОС.

8. В остроугольном треугольнике АВС  равны 
высоты ААЛ и ССУ Докажите, что АВАС = 
АВС А.



Свойство биссектрисы угла

Если вы помните, расстоянием от точки до прямой называется длина 
перпендикуляра, опущенного из точки на прямую.

Теорема. Расстояния от любой точки биссектрисы неразвернутого 
угла до его сторон равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть даны угол О 
и его биссектриса ОС (рис. 1). Отметим на 
биссектрисе ОС произвольную точку ̂  и опустим 
перпендикуляры БА  и ИВ  на стороны угла.

В прямоугольных треугольниках ОАО  и 
ОБО:

1. /Л О Б  = /В О Б  — по условию;
2. О Б  — общая гипотенуза.
По ГУ признаку равенства прямоугольных

треугольников А ОАО = АОВО. В частности,
БА =БВ.

Теорема доказана. (•*)

1 На биссектрисе ОЬ угла ЕОЕ  
взята точка К  (рис. 2). Найти углы а) ЕО К  и 
ОКЕ', б) ЕОЕ  и Е КЕ  если Е К Ю Е , К Е Ю Е , 
/.О К Е  =70° и /К О Е =  20°.

@  Решение: а) Как было показано выше, 
АЕ О К  = АЕОК. Поэтому /Е О К  -  /Е О К =20° и 
/О К Е = /О К Е  = 70°.

б) /Е О Е  = 2 -/К О Е  =40°,
/Е К Е  = /Е К О  + /О К Е  = 70° + 70° = 140°.

Ответ а) 20° и 70°; б) 40° и 140°. ©



Практическое,задание

Используя признаки ра­
венства прямоугольных треу­
гольников, прокомментируйте 
метод, предложенный для 
измерения ширины реки, пред­
ставленный на рисунке 3, и 
изложите способ решения этой 
задачи.

Вопросы, задачи и задания
1. Докажите, что произвольная точка биссектрисы угла равноудалена от сторон 

угла.
2. Пусть расстояние от точки на биссектрисе угла АОВ до луча О А равно 7 сМ. 

Найти расстояние от этой точки до луча ОВ.
3. Дан угол О и точка С на его биссектрисе. Найти расстояния от точки С до 

сторон угла, если ^ 0 = 6 0 °  и ОС = 14 см.
4. Во внутренней области угла АОВ выбрана точка N. Докажите, что точка N  

лежит на биссектрисе угла АОВ, если Л7У=бМ ОА±АЫ\л ОВ±ВИ.
5*. На листе бумаги в клетку изображена часть 

угла. Кусок бумаги, на котором помещалась 
вершина угла, оторван. Известно, что точки А и 
В равноудалены от сторон угла. Как построить 
биссектрису угла (рис. 4)?

6*. Докажите, что точка пересечения двух биссектрис 
треугольника равноудалена от всех его сторон.

7. У равнобедренных треугольников АВС  и А ХВ ХС, 
равны основания АС  и А,С, и высоты ВИ  и В 1О ь 
опущенные на эти основания. Докажите, что 
треугольники АВС  и Л,Я,С, равны.



Соотношения между сторонами и углами треугольника

Теорема. Против большей стороны треугольника лежит больший 
угол

ьЛВС, ЛВ>ЛС (рис I) АС >АВ

1© С

1 2\  \А О В

©  Доказательство. На луче АВ отложим 
АО  =  АС. Так как АВ > АО, то точка О 
принадлежит отрезку АВ. Значит, луч СО ле­
жит во внутренней области угла С и делит угол 
С на два угла. Поэтому АС>А  1.

Так как треугольник АС й  по построению 
является равнобедренным, то АЛ = А2. Так как 

А2 — внешний угол треугольника СВй, то А2 >АВ.
Из этих соотношений, АС > АЛ, АЛ -  А2, А2 > АВ, рассмотренных по от­

дельности, следует, что АС > АВ.
Теорема доказана. ©

Справедлива теорема, обратная этой теореме.

Обратная теорема. Против большего угла треугольника лежит большая 
сторона.

Эту теорему докажите самостоятельно.
Следствие. В равнобедренном треугольнике против равных сторон

лежат равные углы.
Эта теорема была доказана ранее.

 | Задача 1. Пользуясь сведениями, дан­
ными на рисунке 2, докажите, что 
АЛ >АЗ.

©  Решение: А2 -  внешний угол дВИС. 
Но по свойству внешнего угла А2=АЗ+АЛ, и 
градусная мера АЛ положительна, поэтому 
А2 >АЗ. Т. к. дЛ С О — равнобедренный, то 

АЛ=А2. Следовательно, АЛ >АЗ.

©

АЧ. __........ ....
О  в

© - Л |А Ъ  ' с
З а д ^ г  2. Используя данные на рисунке 
3, покажите, что А В < А С .



@ Решение: Треугольник ВИ С  -  равнобедренный (так как В й  = йС ), значит,
АЛ=А2. Так как < ААВС, то А2 < ААВС. Следовательно, АВ < АС, так как
против большего угла лежит большая сторона. (^ )

{̂ |  Вопросы, задачи и задания
1. Докажите, что против большей стороны треугольника лежит больший угол, и 

обратно, против большего угла лежит большая сторона.
2. Какой из углов треугольника АВС  наибольший и какой наименьший, если 

АВ  =12 см, ВС  = 10 см, СА = 7 см?
3. Сравните углы аАВС, если а )А В < В С < А С ,б )А В = А С < В С . Может ли угол 

А быть тупым углом?
4. Какая сторона равнобедренного треугольника наибольшая, если угол при его 

вершине равен 62°? А если он равен 58°?
5. Может ли в треугольнике меньшая сторона лежать против тупого угла?
6. Сравните стороны аАВС, если а) А А > А В  >АС\ б) АА -  АВ < АС.
7. Может ли больший угол треугольника быть меньше 60°? Может ли меньший 

угол треугольника быть больше 60°?
8. Найти угол, который образуется при пересечении двух биссектрис равносто­

роннего треугольника.
9*. Пусть А В > В С  в треугольнике АВС  и А А = 60°. Какие значения может прини­

мать угол В?
10* Пусть для углов а, р и у треугольника имеют 

место соотношения а < Р+у,Р < а+у,у < а+р.
Каким будет этот треугольник?

11* На рисунке 4 укажите наибольший и наименьший 
отрезки. Обоснуйте свой ответ.

12. Какая сторона больше в прямоугольном тре­
угольнике, гипотенуза или катет?

9  —  Геометрия, 7 кл.



Неравенство треугольника

Теорема. Каждая сторона треугольника меньше суммы двух других 
сторон.

аАВС (рис. !) I ^ > О т (1 с<лв + вс
©  Доказательство. Отложим на про­
должении стороны АВ  отрезок Я Д  равный 
отрезку ВС. и соединим точки С и Б  (рис.
1). В результате получим равнобедренный 
треугольник ВСЮ. В нем /Л  -  /2 ,  т. к. 
ВС  = ВО. Из рисунка 1 ясно, что 

/А С О >  /  1.
Но /Л  = /2 ,  следовательно, /.АСО > /2 .  

Получили неравенство, связывающее углы треугольника АСй. Так как против 
большего угла лежит большая сторона, то приходим к неравенству АС < АО.

Тогда из равенства АО = АВ  + ВО  следует, что АС < АВ  + ВО. Если принять 
во внимание, что ВО=ВС, придем к искомому неравенству АС < АВ + В С . 

Теорема доказана.
Из этой теоремы вытекает следующее утверждение.

Следствие. Для любых трех точек А, В и С, не лежащих на одной прямой, 
справедливы неравенства А С < АВ + ВС, АВ < А С  + ВС  И ВС < А В  + АС.

Каждое из этих неравенств называется неравенством треугольника.

Задача. Длины двух сторон треугольника 0,7 и 1,9. Найти длину третьей 
стороны, если известно, что она выражается целым числом (рис. 2).

©  Решение: Известны длины двух сторон: 0,7 и 1,9. Длину третьей стороны 
треугольника найдем, исходя из неравенств треугольника:

.V + 0,7 > 1,9 и 1,9 + 0,7 > .т.
Из этих двух неравенств получаем, что

1,2 < V <2,6.
Так как х -  целое число, то только зна­

чение х  = 2 удовлетворяет этому двойному 
неравенству. Итак, длина неизвестной сто­
роны треугольника равна 2.
Ответ: 2 .



в  Вопросы, задачи ̂ задания
1. В чем смысл неравенства треугольника?
2. Какие задачи решаются с применением 

неравенства треугольника?
3. Можно ли построить треугольник из отрезков 

с длинами 1 м, 2 м и 3 лР
4. Существуют ли треугольники со сторонами

а) 2; 3; 4; б) 2; 2; 4; в) 3,6 ; 1,8; 5; г) 56; 38;
19?

5. Найти третью сторону равнобедренного тре­
угольника, если длины двух других сторон:
а) 7 и 3; б) 10 и 5; в) 8 и 5.

6. Верно ли передано содержание задачи на 
рисунке 3?

7. Докажите, что каждая сторона треугольника больше разности двух других его 
сторон.

8. Найти стороны равнобедренного треугольника, если его периметр равен 
25 см, одна сторона больше другой на 4 см, один из внешних углов острый.

9* Сколько можно построить различных треугольников из отрезков с длинами 2; 
3; 4; 5 и 6?

10. Какую геометрическую фигуру выражают отрезки АВ, ВС  и АС, если для трех 
точек плоскости А, В , С выполняется неравенство АВ+ВС > АС?

11* Докажите, что медиана треугольника меньше полупериметра треугольника.
12. Докажите, что наибольшая хорда окружности -  это ее диаметр.

Проверьте свои знания

1. Заполните пропуски в предложениях в соответствии со смыслом.
1. Угол, ................  внутреннему углу треугольника, называется его внешним

углом.
2. 180° равна треугольника.
3. Треугольник, сумма двух углов которого равна 90°, будет...........
4. Внешний угол треугольника равен не смежных с ним .
5. Если один из углов треугольника тупой, то два остальных угла...............
6. Углы прямоугольного треугольника не могут.................
7. Каждая сторона треугольника суммы остальных сторон.
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8. Если у двух прямоугольных треугольников равны гипотенуза и ............... , то эти
треугольники равны.

9. Если у прямоугольных треугольников равны катеты, т о ...............
10. Если в прямоугольном треугольнике к гипотенузе проведена , то она

равна половине этой гипотенузы.
11. Если в прямоугольном треугольнике , то он противолежит углу 30°.
12. Точки, равноудаленные от сторон угла, лежат..............

2. Если в следующих фразах имеются ошибки, найдите и исправьте их.
1. Если у прямоугольных треугольников равны гипотенузы и по одному острому 

углу, то эти треугольники равны.
2. Сумма внутренних и внешних углов треугольника равна 180°.
3. Внешний угол треугольника равен сумме двух внутренних углов.
4. В треугольнике против большей стороны лежит меньший угол, против большего 

угла лежит меньшая сторона.
5. Каждая сторона треугольника меньше разности остальных сторон.
6. У прямоугольного треугольника есть только одна высота.
7. У прямоугольного треугольника катет равен половине гипотенузы.
8. У прямоугольного треугольника высота равна половине гипотенузы.
9. Если у прямоугольных треугольников равны гипотенузы, то эти треугольники 

также равны.
10. Внутренний угол треугольника всегда меньше суммы двух оставшихся углов.
11. Внешние углы треугольника всегда тупые.

3. Найти соответствующие геометрические понятия для свойств и 
толкований, приведенных в таблице.

1. Сумма внутренних углов равна 180°
2. Сумма острых углов равна 90°
3. Стороны состоят из отрезков
4. Соотношение между сторонами
5. Равна половине гипотенузы

6. Все три высоты пересекаются в одной вершине
7. Всегда больше катетов
8. Точки равноудалены от сторон угла



4. Тесты.
1. У какого треугольника высоты пересекаются в одной его вершине?

А) Равностороннего треугольника; В) Равнобедренного треугольника;
О) Прямоугольного треугольника; Е) Такой треугольник не существует.

2. У треугольника АВС  внешний угол при вершине А равен 120°, внутренний угол 
при вершине С равен 80°. Найти внешний угол при вершине В.
А) 120°; В) 140°; 0)160°; Е) 40°.

3. Один из внешних углов треугольника равен 120°, разность двух несмежных с 
ним внутренних углов равна 30°. Найти больший из внутренних углов.
А) 70°; В) 75°; О) 85°; Е) 90°.

4. Величины двух внутренних углов относятся как 1:2. Третий угол на 40° больше, 
чем меньший из этих углов. Найдите больший угол треугольника.
А) 105°; В) 75°; 0)80°; Е) 90°.

5. Периметр равнобедренного треугольника равен 
48, одна из его сторон равна равна 12. Найти 
остальные стороны.
А) 18; 12 В) 16; 16 О) 18; 24 Е) 18; 18.

6. Угол между биссектрисой и высотой, исходящих из 
вершины прямого угла, равен 24°. Найти меньший 
угол треугольника.
А) 21°; В) 24°; 0)36°; Е) 16°.

7. Чему равен АА на рисунке 1?
А) 10°; В) 20°; 0)60°; Е) 100°.

8. Сколько разносторонних треугольников можно 
построить из отрезков с длинами 3, 5, 7 и 11?
А) 2 В) 3 О) 5 Е) 6.

9. Чему равна сумма углов д: + у  на рисунке 2?
А) 90°; В) 180°; 0)270°;
Е) определить невозможно.

10. Чему равен АВСА на рисунке 3?
А) 90°; В) 96°; О) 144°; Е) 84°.

11. Найти угол лг, если а\\Ь на рисунке 4.
А) 35°; В) 45°; 0)25°; Е) 20°.

12. Найти угол х  на рисунке 5.
А) 60°; В) 55°; О) 65°; Е) 70°.



1. Можно ли построить замкнутую ломаную, длины звеньев которой равны 1 м, 
2 м, 4 л/, 8 м и 16 л/?

2. Найти стороны треугольника, длины которых выражаются целыми числами,

5. Задачи

если его периметр равен 15.
а

К * )  * 4,30°
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5.

6.

Всегда ли высота треугольника меньше его 
сторон?
Углы треугольника, большая сторона кото­
рого равна 36, относятся как 1:2:3. Найти 
меньшую сторону треугольника.
Высота треугольника, опущенная на его 
основание, образует с боковыми сторонами 
углы 27° и 36°. Найти углы треугольника. 
Докажите, что прямоугольные треугольники 
АВС  и А \В ХС\ равны, если углы/1 и А, — 
прямые, ВБ  и В , Д  -  биссектрисы и /.В=АВХ, 
В Б = В ХБ Х.

6-ая контрольная работа
Контрольная работа, взятая за образец, сос­

тоит из двух частей:
I. 5 тестов, подобных приведенным на с. 133;
II. 3 задачи, подобные данным ниже (задача 4 
предназначена для успевающих учеников). 
Найти неизвестный угол (рис. 1).
Найти углы треугольника, если один из его 
внешних углов равен 120°, а несмежные с ним 
углы относятся как 1:2.
На рисунке 2 угол АСВ=90°, С Б =В Б  и А В = 24. 
Найти С Б .
Биссектриса В Б  в ДАВС  пересекает сторону 
АС  под углом 100°. Найти стороны треуголь­
ника, если ВБ=ВС.

Дополнительное задание.
Ознакомьтесь со страницами соответствующей главы электронной версии 

учебника «Геометрия -  7». Испытайте свои знания, выполнив задания в интерак­
тивных анимационных приложениях к упомянутой главе.

1 .

2 .

3.

4.



г л а в а  у
АКСИОМАТИЧЕСКОЕ ПОСТРОЕНИЕ 

ГЕОМЕТРИИ

Изучив материал этой главы, вы приобретете следующие 
знания и практические навыки:

Знания:
— Иметь представление об аксиоматическом построении планиметрии,
— знать аксиому параллельности;
— знать предло; ,ения равносильные акгиоме параллельных;
— иметь понятие об истории аксиомы параллелокости и о ее значении. 
Навыки:
— Уметь применять аксиомы пси решении задач на доказательство и 

доказательства теорем;
— уметь различа :ь аксиомы и георем^.



Аксиоматическое построение планиметрии

До последнего времени при изучении свойств плоских геометрических фигур мы 
опирались на целый ряд аксиом. Большинство этих аксиом относилось к свойствам 
точек, прямых и плоскости и мы приняли их без доказательства.

Необходимо сказать, что хотя некоторые аксиомы планиметрии отдельно не 
формулировались, мы пользовались ими по ходу дела для достижения большей 
ясности и краткости при изложении свойств плоских геометрических фигур. 

Теперь же для пополнения ваших знаний, мы перечислим все эти аксиомы: 
Первые три аксиомы о взаимном расположении точек и прямых.

1. Каждой прямой принадлежат по крайней мере две точки.
2. Существуют по крайней мере три точки, не лежащие на одной прямой.
3. Через любые две различные точки можно провеститолько одну прямую.

Мы использовали для точек одной прямой понятия "лежат между", "лежат 
по разные стороны" и "лежат по одну сторону". Свойства, относящиеся к этим 
понятиям, выражены в следующих аксиомах.

4. Из трех точек, лежащих на одной прямой, только одна лежит между двумя 
другими.

5. Каждая точка О, принадлежащая прямой, разбивает ее на два луча. Любые две 
точки одного луча лежат по одну сторону от точки О. Две точки, принадлежащие 
различным лучам, лежат по разные стороны от точки О.

6. Каждая прямая а разбивает плоскость на две полуплоскости. Любые две точки, 
принадлежащие одной полуплоскости, лежат по одну сторону от прямой а, при­
надлежащие разным полуплоскостям, лежат по разные стороны от прямой а.

Следующие аксиомы связаны с "наложением" геометрических фигур и с понятием 
равенства геометрических фигур. Хотя мы изложили понятие наложения фигур в 
наглядной форме, это надо понимать в смысле отображения плоскости на себя.
7. Если при наложении одного отрезка на другой совмещаются их концы, то 

отрезки также совмещаются друг с другом.
8. На любом луче от его начала можно отложить единственный отрезок, равный 

данному.
9. От каждого луча в заданную полуплоскость можно отложить единственный 

угол, равный данному неразвернутому углу.
10. Угол АОВ  можно наложить на равный ему угол А хОхВ х двумя способами:

1) луч О А совмещается с лучом 0 ,А ,, а луч ОВ -  с лучом 0 ,5 ,; 2) луч О А 
совмещается с лучом 0 ,5 ,, а луч ОВ -  с лучом 0,Л,.



11. Каждая фигура равна самой себе.
12. Если фигура /•', равна фигуре Г2, то фигура Г2 равна фигуре
13. Если фигура Г, равна фигуре Г2, фигура Г2 равна фигуре Т7,, то фигура 6, равна 

фигуре Ръ.
14. При выбранной единице измерения длина каждого отрезка (градусная мера 

каждого угла) выражаетгя положительным числом.
15. При выбранной единице ^змерения для каждого положительного числа 

существует отрезок (угол), длина (мера) которого равна этому числу.
16. Через точку, не лежащую на данной прямой, можно провести только одну 

прямую, параллельную дайкой.

Все эти аксиомы в совокупности образуют основу для планиметрии. Материал 
данного учебника построен на основе этих аксиом, т. е. все теоремы, приведенные 
в учебнике, можно доказать на основе этих аксиом.

В качестве образца приведем доказательство признака СУС равенства тре­
угольников на основе упомянутых аксиом.

Гес»>еш. (Признай СУС равгнс~пса треугольникзз). Если дез стороны и 
угол между ними одного треугольника ''оответс'-ьенно равны двум сторо­
нам и углу межцу ними другого треугольника, то эти треугольники равны.

(г х 1Р,с Т а Р Л-'

© П окаж ем , что треугольники АВС и А ]В,С] равны, если АВ =А ]Ви АС  = А ]С] 
и /.А -/.А ,. С этой целью совместим вершину А треугольника АВС  с точкой А,, 
отложим стороны АВ и АС на лучах А,С, и /1,6,. По аксиоме 10, таксе наложение 
сушествует. По аксиоме 8 от точки А ] луча А 1В- можно отложить единственный 
отрезок, равный отрезку АВ. По условию теоремы АВ=А,В,, поэтому при таком 
наложении точка В совпадет с точкой В,, точка С совпадет с точкой С,.

Тогда по аксиоме 7 сторона 6, С, совпадет со стороной ВС. Таким образом, 
треугольник АВС  полностью совместится с треугольником А ]В ] С,. Из этого можно 
сделать заключение, что треугольники АВС  и А 6 ,С  равны.

Теорема доказана.

Вопросы, задачи и задания
1. В чем разница между аксиомой и теоремой?
2. Назовите аксиомы планиметрии.

Й



3. Разъясните, о чем идет речь в аксиомах.
4. С какими из перечисленных выше аксиом вы встречались на страницах 

учебника? Какие вам неизвестны?
5. Попытайтесь разъяснить незнакомые вам аксиомы.
6. Используя приведенные выше аксиомы, передокажите следующие теоремы. 

Обратите внимание, какие аксиомы и где применяются в доказательствах.
а) Признак СУС равенства треугольников;
б) Признак УСУ равенства треугольников;
в) Признак ССС равенства треугольников;
г) Теорема о сумме углов треугольника.

Странички истории. Первые трубы, содержавшие простые геометрические 
сведения, пришли к нам из Древнего Египта. Они датируются XI I I  в. до н. 
э. Формирование геометрии как науки связано с именами древнегреческих 
ученых Фалесом ( 625 -  547 до н. э.), Пифагором (580 -  500 до н э.), Евдоксом 
(4()6 -  355 до н. э.), Евкшдом (III в. до н. э.) и орхгими именами. Евклид в своих 
"Началах " систематизироваз накоязенные к его времени геометрические знания 
и предприня / попытку создания завершенной системы аксиом. Книга бы за так 
хорошо написана, что на протяжении почти 2000.зет во всем мире учились по 
перевооам этой книги или по книгам, которые не слишком сильно отличались 
от нее.

История аксиомы параллельности и равносильные ей 
п редл ожен ия.

Мы изучали примерно в течение одного года раздел геометрии, именуемый 
планиметрией, познакомились со многими понятиями, фигурами и их свойст­
вами. Важнейшие из этих свойств были названы теоремами и мы узнали их 
доказательства.

С древнейших времен люди заметили свойства геометрических фигур, полезные 
для различных нужд. Приведем один пример. Обычно внешний вид здания имел 
форму прямоугольника. Поэтому после выравнивания места для постройки, 
необходимо было приступить к сооружению фундамента прямоугольной формы. 
В противном случае здание наклонится или стены покосятся. Что ж, какой путь



должен избрать архитектор? Он обязательно должен принять 
во внимание геометрические свойства сооружения.

Первоначальные знания о свойствах геометрических фигур 
открывались на основе предположений и размышлений вроде 
"похоже на правду", а доверие к их правильности возникало 
на основе проверки с помощью измерительных инструментов. 
По прошествии времени накапливались сведения о свойствах 
фигур. Согласно мнению ученых, занимаюшихся историей 
математики, философ Фалес, живший в VI—V вв. до н. э., 
проверял отдельные геометрические свойства не с помощью 
измерений или других опытных проверок. Он заметил, что их 
можно доказывать с помощью чисто логических рассуждений. 
В частности, он именно так логически обосновывал такие 
свойства как "углы, прилежащие к основанию равнобедренного 
треугольника равны", "диаметр делит окружность на две 
равные части".

После этого греческие математики пришли к заключению, 
что в правильности свойств нужно убеждаться не с помощью 
измерений, а посредством доказательств. Ведь каждое 
измерение является приближенным.

Теперь давайте подумаем. Доказать теорему -  это 
значит убедиться в справедливости некоторого свойства с 
помощью логических заключений. Но при доказательстве не 
ограничиваются одними лишь логическими рассуждениями. 
По сути дела, справедливость определенного свойства 
вначале выводится из других известных свойств. Этот 
процесс похож на кладку стены из кирпичей -  каждый кирпич 
устанавливается на уже завершенную часть кладки.

Иначе говоря, некоторое свойство, назовем его свойство 
А, выводится из свойств В и С, доказательство свойств В и 
С основывается на других свойствах, в свою очередь, в их 
основе лежат какие-то утверждения и т. д.

Точно так же, если удалять, начиная сверху, кирпичи 
из стены здания, доберемся до кирпичного или бетонного 
фундамента. В геометрии тоже нельзя доказать все свой­
ства, достигнув какого-то, необходимо остановиться. Но в 
геометрии роль "фундамента" выполняют аксиомы. На их 
основе свойства выводятся путем логических рассуждений.

(« а *



Важные свойства, из числа доказанных или привлекающих внимание некоторы­
ми особенностями, удостаиваются звания теорем. Поэтому доказательству теорем 
уделяется особое внимание -  нельзя допустить, чтобы по той или иной причине 
в доказательство вкралось ошибочное рассуждение.

Древнегреческий ученый Евклид взялся за четкое разделение свойств на 
аксиомы и теоремы. Поводом для этого послужило следующее -  если один 
математик, приняв свойство А за аксиому, выводит из него свойство В, то другой 
математик, рассматривая свойство В как аксиому, доказывает свойство А . Поэтому 
возникала путаница, какое свойство принять за аксиому, какое за теорему.

Завершив свой анализ, Евклид написал свой труд "Начала". Это произведение 
посвящено, в основном, геометрии, в нем такие понятия, как точка, прямая и т. 
д. были приняты за основные, другие геометрические понятия определялись на 
их основе. Конечно, при посредстве геометрических понятий формулируются 
свойства фигур. Некоторые из них Евклид принимает без доказательства, т. е. 
в качестве аксиом, и, известные к его времени свойства, доказывает на основе 
строгих логических правил.

Изложение геометрии в "Началах", доведенное до логического совершенства, 
принесло книге широкую известность. Каждого человека, изучившего этот труд, он 
поражает своей завершенностью. Поэтому "Начала" выполняли в течение почти 
двух тысяч лет роль учебника геометрии, а для других ученых служили образцом 
строгости и совершенства.

Истории известны имена ученых, которые критически подходили к "Началам"
и находили в книге отдельные недо­
четы. Венгерский математик М. Паш 
обосновал необходимость введе­
ния следующей аксиомы: если пря­
мая пересекает одну из сторон 
треугольника в ее внутренней точке, 
то она пересекает во внутренней 
точке еще хотя бы одну его сторон. 
Особенно много возражений вызвала 
аксиома, известная под названием 

"пятого постулата": если при пересечении двух прямых третьей сумма внутренних 
односторонних углов меньше 180°, то прямые пересекаются с той стороны, где 
эта сумма меньше 180° (рис. 1).

"Неужели это свойство нельзя доказать?", -  удивлялись ученые. И принимались 
за поиски доказательств, и многие "находили", но .... При внимательном изучении в 
доказательствах обнаруживались логические изъяны. Например, в доказательстве



были ссылки на известную теорему, но она сама выводилась из 5 постулата.Такое 
рассуждение -  пример логического заблуждения, известного под названием 
"порочного круга".

Одним словом, если один ученый объявлял, что доказал 5 постулат, то 
критики, обнаружив в доказательстве "порочный круг”, принимались искать новые 
доказательства.

В основе лежит следующее соображение. Предположим, что пятый постулат 
не верен. Вводим новые свойства, из них выводим новые и т. д., и рано или поздно 
приходим к свойству, из которого "очевидно противоречие". Например, если 
предположить, что пятый постулат не верен, то придя к утверждению" треугольники 
равны, если равны соответствующие углы", можно было бы сделать заключение 
"поскольку это предложение не верно, то по методу доказательства от противного 
неверным было и исходное предположение, что и доказывает пятый постулат". 
Вообще-то, рассуждение выглядит правдоподобным -  ведь углы равны, но кто 
сомневается, что существуют не равные треугольники с соответственно равными 
углами? Однако дело не в сомнениях. В действительности, существование таких 
углов следует из пятого постулата.

В математике утверждения, которые следуют одно из другого, называются 
равносильными. В течение веков попытки доказательства пятого постулата привели 
к формулировке многих свойств, равносильных ему. Например, прославившийся 
своими рубаи, математик Омар Хайям рассматривал четырехугольники с прямыми 
углами А и В и равными сторонами АО  и ВС  и изучал, какими могут быть углы 
при вершинах С и И. Прежде всего он доказал, что АС = АО. Затем он ставит 
целью доказать, что эти углы прямые. Предположив, что углы С и О  тупые, он 
без труда приходит к противоречию. Затем он пытается придти к противоречию, 
предположив, что эти углы острые. Однако Омар Хайям, проведя длинные 
рассуждения, так и не приходит к противоречию. Затем рассуждения Омара Хайяма 
повторил итальянский математик Саккери. Четырехугольник АВСО  с АВ = СО и 
АА -А В  = 90° называют четырехугольником Хайяма-Саккери.

Убедитесь в том что теорема о равенстве суммы углов треугольника развер­
нутому углу, равносильна пятому постулату.

Среди предложений, равносильных пятому постулату, было и такое: Пусть на 
плоскости дана некоторая прямая и любая точка, не принадлежащая ей. В этом 
случае через точку проходит только одна прямая, параллельная данной прямой.

Это утверждение называется аксиомой параллельности и вследствие краткости 
формулировки она часто заменяет пятый постулат Евклида.

Попытки доказательства пятого постулата привели в XIX в. к двум следующим 
важным результатам. Во-первых, несколько аксиом в "Началах" Евклида были



переведены в число теорем, и обратно. Выяснилось, что несколько аксиом, вроде 
аксиомы Паша, не взятых в расчет Евклидом, необходимо добавить к списку 
аксиом. В конце XIX в. немецкий математик Д. Гильберт, продолжив работу, 
нача-тую Евклидом, составил завершенный список основных понятий и аксиом 
геометрии.

Во-вторых, К. Ф. Гаусс, Н. Лобачевский, Я. Бойаи заменили 5 постулат (или, 
что то же самое, аксиому параллельности) аксиомой "на плоскости через точку, не 
лежащую на прямой, проходят по крайней мере, две прямых, не пересекающихся 
с данной”, и объявили о создании "новой геометрии" подобно тому, как это сделал 
Евклид в "Началах". Сейчас она называется геометрией Лобачевского или 
неевклидовой геометрией. Ввиду необычности новой аксиомы, в геометрии 
Лобачевского имеются аксиомы, отличные от аксиом Евклида. Например, в 
четырехугольнике Хайяма-Саккери углы С и О  будут острыми, сумма углов 
треугольника всегда будет меньше развернутого угла и так далее.

Конечно, давать в школе полный список аксиом Гильберта, и даже Евклида 
невозможно. Поэтому в этом учебнике аксиоматическое построение геометрии 
существенно упрощено. Несмотря на это, этого достаточно для того чтобы 
почувствовать "основу" и "здание" науки под названием геометрия, а также ощутить 
ее совершенство, знать, что она строится на основе аксиом, теорем и понятии 
доказательства. Такое знание чрезвычайно полезно для развития мышления и 
способности размышлять.

а  Вопросы, задачи и задания
1. Какие утверждения называются равносильными?
2. Приведите примеры предложений, равносильных аксиоме параллельности.
3. Докажите равносильность 16-ой аксиомы утверждению "Сумма углов треу­

гольника равна 180ой.
4. К каким двум результатам привели попытки доказательства 5-го постулата?
5. С какими аксиомами геометрии Лобачевского, отличными от аксиом геометрии 

Евклида, вы познакомились?

Дополнительное задание для продвинутых учеников.
1. Познакомьтесь со страницами главы, соответствующей данной, в электрон­

ной версии учебника “Геометрия-7”. Проверьте свои знания, выполнив данные 
задания и решив тесты в интерактивных анимационных приложениях к темам 
упомянутой главы.

2. Кроме того, найдите приведенные на странице 10 материалы из интернет- 
ресурсов, относящиеся к упомянутой главе, и изучите их.

0
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Изучив материал этой главы, вы приобретете следующие 
знания и практические навыки:

Знания
— Зиять ступени решения геометоической задачи:
— угреть различать виды геометрических задач,
— знать о некоторых ошибках встречающихся при решении задач

Навыки:
— Разделять задачи на виды и организовывать работу в соответствии со 

ступенями решения задачи;
— предогвоащать ошибки встречающиеся при решении задач-
— быть готовым к завершающей годовой контрольной раб ото по плани­

метрии.



Решение геометрических задач

При решении геометрических задач следует обратить внимание на сле­
дующее:
1 Хорошо знать и помнить основные понятия геометрии и их свойства;
2. Владеть методами доказательства теорем о свойствах различных геомет­

рических фигур;
3. Понимать смысл данной геометрической задачи;

Обычно процесс решения геометрической задачи складывается из следующих 
ступеней:

1-ая ступень. Понять задачу. На этой ступени разделяют содержание задачи 
на условие и заключение. Что дано, что надо найти, доказать или построить. 
Строится чертеж, соответствующий задаче. Целесообразно построение большого 
и точного чертежа. Все данные наносятся на чертеж.

2-ая ступень. Планирование. На этой ступени выбирается метод решения 
задачи. Определяется, какие дополнительные сведения необходимы для его 
применения. Выполняются вспомогательные построения.

3-ья ступень. Решение. На этой ступени задача непосредственно решается 
на основе данного плана.

4-ая ступень. Проверка. На этой ступени проверяется найденное решение 
задачи. Критически анализируется процесс решения задачи. Если обнаруживается 
ошибка, то она исправляется. Если нет возможности исправления, возвращаются 
к начальной ступени решения задачи и вся работа выполняется заново.

С7гг1 го* "о ’лосг чдучмться решать задач:-:, :«здо поболъшз их решать.

'Т’пь правильный чертеж к задача -  э^о значит наполовину 
решить зада’■у.

В зависимости от постановки и содержания, геометрические задачи можно 
разделить на три категории:
1. Вычислительные задачи;
2. Задачи на доказательство;
3. Задачи на построение.

Конечно, решение геометрической задачи состоит не только в применении 
какого-либо свойства геометрической фигуры. Оно требует серьезных и логически 
обоснованных размышлений, и принятия на их основе правильных и разумных



решений, формирует навыки и умения делать правильные выводы. Такие навыки 
и умения необходимы не только для математики, но и для преодоления проблем 
повседневной жизни. Разумеется, решение задач -  это не только нахождение 
правильного ответа. При решении задач необходимо использовать известные 
свойства, теоремы и их следствия, знать как использовать различные методы 
решения.

Продемонстрируем как это делается на примере.

Задача. Доказать, что треугольник с вершинами в серединах сторон рав­
ностороннего треугольника также является равносторонним.

1. Ступень понимания задачи.

равносторонний, К , N. /„ -  сере- —-К  СЗ*ДX \Х -  равно-
дины сторон АВ ВС, АС соответственно. сторонний

В соответствии с данными задачи построим чертеж (рис. 1).

2. Ступень планирования решения. Будем использовать свойства равно­
стороннего треугольника и признак СУС равенства треугольников.

3. Ступень решения. По условию,
ЬА - А К  = КВ  -  ВМ= N С  = СХ и АА = АВ = АС = 60°. Тогда стороны АЬ, А К  и 

угол А треугольника ЬАК  равны сторонам ВК, ВЫ и углу В треугольника КВЫ, а 
также сторонам СУ, СХ и углу С треугольника ЛСХ соответственно.

Значит, АЬАК= АКВМ = АNС^ и третьи стороны этих треугольников также 
равны: АХ = К И  = ЛХ. Итак, ДХУУХ — равносторонний.

4. Ступень проверки.
Просмотрев процесс решения еще раз, проверьте 

логическую строгость каждого рассуждения.

Эту задачу можно решить и другим способом. 
Воспользуемся при этом тем, что каждый угол рав­
ностороннего треугольника равен 60°.

Опустим высоту ВО  равностороннего треу­
гольника КВМ (рис. 2). Так как высота ВО является 
также биссектрисой, то А К В О  = 60°12 = 30° и 
АВКО  = АВЫО = 90° -  30° = 60°. Итак, А К В И -рав­
носторонний.

Тем же путем устанавливается, что АКАЬ  
и ДА^СХ так же равносторонние и В К = К К  =

10 Геометрия, 7 к.1.



= М . = АТУ. А отсюда вытекает, что ДАТУ! -  равносторонний, а также, что 
А К Ж  = АКВЫ = А Ы а  = АКАЕ

(-------
61

М.

Задачи на вычисление

Задачи на вычисления похожи на задачи из арифметики и алгебры. С помощью 
различных геометрических формул над заданными числовыми величинами 
выполняют вычислительные работы и находят искомую.

В этих задачах правильный чертеж и нужные обозначения значительно 
облегчают работу.

Задача 1. Биссектриса одного из двух смежных углов образует угол 20° с 
одной из сторон второго угла. Найти этот угол.

©  Решение. Построим чертеж, соответствующий 
условию задачи (рис. 1). Очевидно, что биссектриса 
ОЕ является биссектрисой острого угла. Значит, 
АВОС=2 ■ 20° = 40°, ОВ=180°- 40° = 140°.

Ответ: 40°, 140°. ©

Задача 2. В прямоугольном треугольнике АВС  угол С -  прямой, внешний 
угол при вершине А равен 120°. Найти гипотенузу треугольника, если 
АС + АВ =18 см.

©  Решение. Построим чертеж в соответствии 
с условием задачи (рис. 2). По определению 
внешнего угла треугольника, находим /Л  = 180°- 
-120° = 60°, /.В  = 90°- / .А  = 30°. Пусть А С  = Ь„ 
АВ=с. Тогда Ь + с = 18. Так как по свойству пря­
моугольного треугольника с острым углом 30°, 

катет, противолежащий этому углу, равен половине гипотенузы, находим, что 
с=2Ь. Откуда Ь + с = ЗЬ = 18, т. е. Ь =6. Тогда с = 12.

Ответ: 12.

| Задача 3. В треугольнике А ВС  сторона АВ = 1, биссектриса угла А 
перпендикулярна медиане, проведенной из вершины В. Найти периметр 
треугольника, если длина стороны ВС  выражается целым числом.



@  Решение. Отобразим условие задачи на чертеже (рис. 3): А К = К С , АЫЕВК. 
Имеет место равенство дЛУУ/? = аАИК, так как катет ЛТУ- общий и прилежащие 
к катету углы равны (признак КУ). Откуда А В = А К =  К С = '\,  т. е. А С  = 1 +1 = 2.

В С = х  -  целое число и по неравенству тре­
угольника 2 + 1>х и х  + *1>2, т. е. 1 < х< 3 . Между 
числами 1 и 3 заключено единственное целое 
число: 2. Значит, ВС  = 2 и РАВС= 1 + 2 + 2 = 5.

Ответ: 5. @

В  Вопросы, задачи и задания
1. Отрезок АВ  разбит на части отрезками, длины которых относятся 1 :2 :3  : 4 и 

которые следуют в том же порядке. Найти длину отрезка АВ, если расстояние 
между серединами крайних отрезков равно 15 см.

2. Из вершины угла АВС = 160° проведены лучи ВО  
и ВЕ. Найти угол ОБЕ, если луч ВО  делит данный 
угол пополам, а луч ВЕ  делит его в отношении 
3:5.

3. Угол АОВ разбит лучом ОС на два угла, один из 
которых больше второго на 30°. Найти угол между 
биссектрисой данного угла и лучом ОС.

4. Угол при основании равнобедренного тре­
угольника равен 30°. Найти угол между высотами, 
опущенными на боковые стороны этого тре­
угольника.

5. Один из внешних углов треугольника равен 100°, 
а несмежные с ним углы относятся как 2:3. Найти 
углы треугольника.

6. Точки А, В, С, О  лежат в указанном порядке 
на прямой и А В = В С =  1, С й  = 2. Точка К  рас­
положена на луче ВС  и делит отрезки ВС  и АО  в 
одном и том же отношении: В К '. К С  = А К '. КО.
Найти это отношение.



7.

8.

9.

Угол, полученный при пересечении двух биссектрис треугольника, равен 128°. 
Найти третий угол треугольника.
Угол при вершине равнобедренного треугольника равен 96°. Найти острый угол, 
под которым пересекаются биссектрисы углов при основании треугольника.
В прямоугольном треугольнике биссектриса и высота, исходящие из вершины

прямого угла образукют угол, равный 24°. Найти 
остальные углы треугольника.

10. Пусть АВ = ВС, /.А В С =  50°, АЕ  и ЕС  -  бис­
сектрисы на рисунке 4. Найти 2АО В  и /.Е О С .

11. Найти угол л\ если АВ=АС, АО=ОС  на рисунке 5.
12. Найти уголд, есшАВ=АС, В й -В С на рисунке 6.

Задачи на доказательство

Задачи на доказательство сами по себе являются небольшими теоремами. 
Рассмотрим в качестве примера следующую задачу.

I Задача 1. Докажите, что биссектрисы смежных углов взаимно пер­
пендикулярны.

ЮС\л г_ВОС— смежные углы. ОО- и
ОО -  биссект исы (рис 1).^ В ■=> 0 0 , ^ 0 0

>

©  Доказательство. Обозначим углы, на которые 
биссектрисы 0 0 \  и 0 0 2 делят углы через а и 
Р (рис.1) Тогда 2а + 2Р = 180°, или а + Р = 90°, 
/ .О хОО: =а + Р = 90°. Значит, ООхЮ О г. Что и тре­
бовалось доказать. (••)

Задача 2. Докажите, что в четырехугольнике АВСИ, изображенном на 
рисунке 2.а, = /А  +/.В  +2С.



@ Д оказат ельст во. Продолжим сторону АО  
и обозначим точку пересечения прямой АО  со 
стороной ВС  через Е. Обозначим углы (рис. 2.6). 
Известно, что а + Р + .г=180° и у + г + у = 180°. 
Сложив эти равенства, приходим к равенству 
а +Р+ у + *  + V+г  = 360°. По свойству смежных углов, 
х + у  = 180°, поэтому а + р + у + 180°+г = 360°, или 
а + р + у = 1 80е-  2 = /.О , следовательно,

2Ю  = а+Р  +у =/.А  + АВ+/.С.
Равенство доказано. @

Две задачи мы решили на основе готовых чер­
тежей, в задаче 2 потребовались дополнительные 
построения и обозначения, что облегчило решение 
задачи.

Вопросы, задачи и задания
1. Один из углов треугольника равен разности двух несмежных с ним внешних 

углов. Докажите, что этот треугольник -  прямоугольный.
2. Докажите, что высоты, проведенные к боковым сторонам равнобедренного 

треугольника с углом 150° при вершине, равны.
3. Докажите, что медианы равностороннего треугольника делятся их точкой 

пересечения в отношении 2 :1 , считая от вершины.
4. Докажите, что биссектриса внешнего угла при вершине равнобедренного 

треугольника параллельна основанию.
5. Сформулируйте теорему, обратную теореме задачи 4, и докажите ее.
6. Докажите, что любые две медианы равностороннего треугольника пересекаются 

под углом 60°.
7. Докажите признак равенства треугольников по двум сторонам и медиане, 

проведенной к третьей стороне.
8. В треугольниках АВС  и А ХВ ХС\ проведены медианы ВМ\л В ]М,. Докажите, что 

ААВС = АА]В ]Сь если АВ=А]В и АС  = А ХС\ и В М -В ХМ У
9. В треугольниках АВС  и А ]В 1С] проведены биссектрисы АД  Л ,!),. Докажите, 

что ААВС = АА]В ]Си если АВ = А ]В ], В 0 = В ]0 1 и А 0  = А \0 \.
10. В треугольниках АВС  и А 1В 1С ] проведены высоты ВН  и 5 ,Я ,. Докажите,



что ААВС = АА^В^Су если АЛ =ААГ АВ =АВ} ивн=в1нг
11. Докажите, что треугольник, две высоты которого 

равны, является равнобедренным.
12. Докажите, что а + у = р + 6 = 90° на рисунке 4.
13. Докажите, что а < Р < у на рисунке 5.

повторение

1. Докажите, что биссектрисы накрест лежащих углов, образующихся при 
пересечении параллельных прямых секущей, параллельны.

2. Докажите, что каждая сторона треугольника больше разности двух других 
сторон.

3. Для какого треугольника имеют место неравенства а< р  + у, р < а  + у, у < а + р , 
где а, Р и у -  углы треугольника?

4. Постройте окружность, проходящую через две данные точки. Сколько решений 
имеет задача?

5. Биссектрисы АА , и ВВ] треугольника ЛЯС пересекаются в точке О. Найти угол 
АСВ, если а) ААОВ = 136°; б) ААОВ = 111°.

6. В кубе, изображенном на рисунке 1, отрезок В й  = 6. Найти В Е , И Е , А С , 
АВЕО.

7. Медиана треугольника АВС, периметр которого равен 42 см разбивает его 
на два треугольника с периметрами 33 см и 35 си Найти длину медианы.

8. Под каким углом пересекаются биссектрисы острых углов прямоугольного 
треугольника?

9. Докажите, что Л1 = А2 на рисунке 2.
10. Какую фигуру представляет собой общая часть лучей ММ  и Л’М?
11. Точки А , В и С лежат на одной прямой. Будет ли точка В принадлежать отрезку 

АС, если АВ  = 2 см, ВС  = 3 см и АС  = 5 см. Обоснуйте свой ответ.
12. Точка А лежит между точками Я и С прямой ВС. Найти длину отрезка АВ, если 

ВС  = 15 см, а отрезок АС  на 3 см меньше отрезка АВ.
13. Постройте углы 60° и 30°.

!К&Ь-4 Задачи на



14. Постройте взаимно перпендикулярные диамет­
ры окружности.

15. Найти больший из смежных углов, если один из 
них в 4 раза меньше другого.

16. Отношение величин углов, получившихся при 
пересечении двух прямых, равно 7 :3 . Найти 
меньший из этих углов.

17. Точки А, В и С  лежат на одной прямой. Длина 
отрезка ВС  в 3 раза больше длины отрезка АС, 
длина отрезка АВ  меньше длины отрезка ВС  на 
3,6 см. Найти длину отрезка АС.

18. Пусть при пересечении двух прямых третьей 
сумма внешних односторонних углов 180°. До­
кажите, что эти прямые параллельны.

19. При пересечении двух параллельных прямых 
третьей, один из получившихся при этом углов 
равен 55°. Найти остальные углы.

)

Проверьте свои знания

1. Заполните пропуски в соответствии со смыслом предложений:
1. На плоскости через............... можно провести одну прямую.
2................. угла делит угол на два равных угла.
3. Середина отрезка делит его на д ва ..............
4. На плоскости существуют ............... принадлежащие прямой и   не

принадлежащие ей.
5. Если треугольник равнобедренный, то углы  равны.
6. У двух равных треугольников равны соответствующие............и соответствующие

7. У равностороннего треугольника каждый угол равен..............
8.................. острых углов прямоугольного треугольника равна 90°.
9. Биссектриса развернутого угла делит его н а ..............
10. Две прямые, порознь параллельные третьей.................
11. Две прямые, перпендикулярные одной прямой................



12. При пересечении двух параллельных прямых третьей получившиеся внутренние 
односторонние углы ..............

13. Равноудаленные от концов отрезка  лежат на серединном перпен­
дикуляре к отрезку.

14. Точки окружности на равном расстоянии от ее центра.

2. Если в приведенных ниже предложениях имеются ошибки, найдите и 
исправьте их:
1. На плоскости через две точки можно провести две прямые.
2. Прямой угол равен 180°.
3. Смежные углы равны.
4. Сумма вертикальных углов равна 180°.
5. Отрезок, соединяющий вершину треугольника с серединой противолежащей 

стороны, называется биссектрисой треугольника.
6. Периметром треугольника называется сумма его углов.
7. Сумма сторон треугольника равна 180°.
8. Прямые, пересекающиеся под углом 90°. называются параллельными прямыми.
9. Параллельные прямые пересекаются в одной точке.
10. Диаметр окружности равен радиусу.
11. Если катеты прямоугольного треугольника равны, то один из его углов равен 30°.
12. Каждый угол равнобедренного треугольника равен 60°.
13. Точки, лежащие на биссектрисе угла, равноудалены от его вершин

3. Запишите название геометрической фигуры, имеющей данное свойство, 
в соответствующую строку справа:

1. Длина 5 см.
2. Точка и два луча, исходящих из этой точки.
3. Не пересекающиеся прямые.
4. Высота, исходящая из вершины, будет также 

медианой и биссектрисой.
5. Треугольник, все стороны которого равны.
6. Треугольник с двумя равными сторонами.
7. Делит угол на два равных угла.

8. Имеет два катета.
9. Треугольник, у которого сумма двух углов больше 90°.



4. Сопоставьте геометрическому понятию, данному в первом столбце, 
соответствующее свойство или толкование из второго столбца:

Гзометрическое понятие Толкование, свойство

1. Перпендикулярные прямые
2. Равносторонний треугольник

3. Окружность

4. Точка на биссектрисе угла

5. Высота треугольника

6. Катет против угла в 30°

7. Медиана

8. Внешний угол треугольника

9. Равнобедренный треугольник
10. Отрезок

11. Параллельные прямые

A. Имеет определенную длину
B. Два угла равны
C. Равен половине гипотенузы
0. Соединяет вершину с серединой противо­

лежащей стороны
Е. Смежный с одним из внутренних углов и 

равный сумме двух остальных углов
Р. Не пересекается
С. Пересекаются под углом 90°
Н. Стороны равны
1. Точки равноудалены от центра
3. Лежит на равных расстояниях от его сторон
К. Исходит из вершины и перпендикулярен 

к одной стороне

5. Тесты (определите правильный среди данных ответов):
1. Сколько прямых, параллельных данной прямой, можно провести через данную 

точку?
А) 1 В) 2 Р)3 Е) 4

2. Сколько градусов составляет величина развернутого угла?
А) 90°; В) больше 90°; О) меньше 90°; Е) 180°.

3. Найти угол /.ВСА  по чертежу. 4. Найти угол .V по чертежу.

(х  -2 0 °

х  +20°

А) 80° В) 90°
О)45° Е) 55° 0)100° Е) 70°

5. Найти гипотенузу АВ, если в треугольнике АВС  угол В = 30°, угол С = 90° и 
АС  = 10 см
А) 10 см В) 12 см О) 15 см Е) 20 см



7.

8.

6 . АВ  = ВС, АВ  = АС  + 7 (см) в треугольнике АВС. Найти меньшую сторону 
треугольника, если периметр ААВС  равен 23 см.
А) 3 см В) 5 см О) 7 см Е) 9 см
Один из смежных углов больше второго в 3 раза. Найти разность этих углов.
А) 45° В) 60° О) 75° Е) 90°
Радиус окружности 3,2 см. Найти ее диаметр.
А) 3,2 В) 5,2 0)6,4 Е) 1,6 

9.

а П0>=/ ( з )

Ь /

V........ .........

' К Г
\  ©

V
V

____________— - л

АВС  -  прямоугольный треугольник (рис. 1), 
АС = 90°, СО -  медиана. Найти А А, если 
А В йС =  130°.
А) 45° В) 65° О) 75° Е) 85°

10. Угол при вершине В равнобедренного тре­
угольника АВС  равен 80°. Найти внешний угол 
при вершине А.
А )130° В )120° 0)110° Е) 100°

11. Какой из ответов верен, если а ±  Ь, Ь 1  с,
с _1_ <И
А) а\\с В) Ь±с] 0)а\\с1 Е) Ь\\с

12. Найти периметр треугольника АОИ, если 
АО = ОВ, ОС = Ой, ВС = 5 см иЛО  + ОС = 
-  7 см на рисунке 2.
А) 5 с и В )7  см

О) 12 см Е) 17 см
13. Найти угол .т. если а\\Ъ и Ъ\\с на рисунке 3. 

А) 60° В) 70° О) 80° Е) 90°
14. Определить большую сторону треугольника 

АВС , если АА -  50° и АВ = 70°.
А)АВ  В) Я Г  Ъ)АС
Е) определить невозможно.

15. Найти длину отрезка ВС, если точка О -  центр 
окружности, АО = 4 см на рисунке 4.
А) 4 см В) 5 см
0 )2  см Е) 8 слг

16. Найти меньший угол треугольника, изобра­
женного на рисунке 5.

А) 30° В) 45° О) 60° Е) 90°



17. Одна из высот треугольника разбивает его на тре­
угольники с периметрами 25 см и 29 см. Найти эту 
высоту, если периметр треугольника 40 см.
А) 10 см В) 7 см 0 )5  см Е) 9 см

18. Найти сумму углов, смежных с углом 120°.
А) 30° В )45° 0)180° Е )120°

19. Найти угол между биссектрисами углов А и В треугольника АВС, если угол С 
равен 70°.
А) 55° В) 60° О) 65° Е) 75°

20. Биссектрисы углов А и О прямоугольника АВСО  разбивают сторону ВС  на 3 
равные части. Найти периметр прямоугольника, если длины его сторон -  целые 
числа и АВ  = 5.

А) 20 В) 30 О) 40 Е) 80

6. Задачи
1. Биссектриса равнобедренного треугольника АВС, проведенная к основанию 

АВ, разбивает его на два треугольника. Докажите, что эти треугольники равны.
2. Одна сторона треугольника с периметром 30 см больше второй стороны на 

2 см, но меньше третьей стороны на 2 см. Найти большую сторону.
3. Медиана, проведенная к основанию треугольника, разбивает его на два 

треугольника с периметрами 18 см и 24 см. Меньшая из боковых сторон 
данного треугольника равна 6 см Найти большую боковую сторону.

4. Высота треугольника, равная 5, разбивает его на два треугольника с 
периметрами 18 и 26. Найти периметр данного треугольника.

5. Периметр равнобедренного треугольника равен 7,6 см, основание равно 
2 см Найти боковую сторону.

6. Прямые АВ  и СИ  пересекаются в точке О. Сумма углов ВОС  и АОО  равна 
194°. Найти угол АОС.

7. В треугольнике АВС  угол А равен углу С, высота АО  делит сторону ВС  
пополам. Найти АС, если ВО = 7,8 см.

8. Угол между высотами, опущенными на боковые стороны равнобедренного 
треугольника, равен 20°. Найти угол при основании треугольника.

9. Из точки Д  лежащей на биссектрисе угла В, на стороны угла опущены 
перпендикуляры А 4  и ОС. Докажите, что А 4  = ОС.

10. Найти длину отрезка АВ, если для точек А, В и С, лежащих на прямой АВ, 
АС  = 7 и и ВС  = 9 и.



Итоговая контрольная работа

Итоговая контрольная работа состоит из двух 
частей. В первой части предлагается по образцу 
уроков 6 5 -6 6  решить 5 задач и 10 тестов. Во 
второй части контрольной работы предлагаются 
5 задач, подобных данным ниже.

Образец итоговой письменной работы.
1. Один из смежных углов меньше второго на 17°. 

Найдите эти углы.
2. На основе данных на рисунке 1 

докажите, что а) АЛ ВС  = Л/ШС; 
найдите б) периметр треугольника А СО.

3. Найти длину отрезка ВС, если а\\Ь, АС = 7 см 
и АВ -  биссектриса /С .Ш  (рис. 2).

4. В прямоугольном треугольнике высота, опущен­
ная из вершины прямого угла, является также и 
биссектрисой. Постройте углы треугольника.

5. Постройте угол, равный данному углу, и его 
биссектрису.

Ответы^и^^казания
2. 1. а) Сколько угодно; б) 1; в) 1 или ни одной провести нельзя. 2. Нет. 5. а) 3;

б) 6. 10. 1. 11. 5. 12. 6; 10.
3 . 1. Л и С, А и О; А и В. 3. Да; нет. 5. а) 2; б) 3; в) 11; г) (/7 + 1). 6. 6. 7. 6 . 8. 4,

6. 9. 4. 10. Да.
4. 4. а и б. 5. 2 и 5; 6 и 9. 7. 3 и 14; 4 и 10; 6 и 9; 5 и 12. 11. 6: АВ, ВС, СИ; АС; 

АО: ВО.
5. 3. 6,6. 4. 1. 5. 9. 6. 4 см] 5,2 см] 6,5 см] 1,2 см] 2,5 см] 1,3 ем. 7. 12,8 см. 8. 0,8.

10. Может быть 2 случая. Если точка В на отрезке А С. А С = 800 м. Если точка 
С на отрезке АВ, АС=400 ч. 11. 5. 15. Точка В лежит между точками А и С.

7. 4. ААСЮ, АС ОВ, АООВ, ААОС. 5 .10 углов: АЛОЕ, АЕОО, АООС, АСОВ, 
АВОА, АЕОВ, АЕОС, ААОС, ААОО, АВОО. 10. Да; нет, нет.

8 . 3. Да. 6. а) 72°; б) 60°; в) 50°. 9. а) Да; б) нет; в) нет. 11. а) 90°; б) 180°.
12. ААОВ = 60°, ААОС  = 90°, ААОО = 130°, АВОС = 30°, АВОО = 70°; 
АСОО  = 40°.



9. 1-ая контрольная работа: 1. ВС = 3 см. 2. 5С  = 12сд/. 3. /В О С  = 35°. 4 .150°.
1 0 . 5. 45°. 6. а) 8; б) 8; в) 8; г) 8. 7. 5 острых; 1 тупой. 10. а) 30°; б) 180°; в) 1°.

11. а) 0.5°; б) 2,5°; в) 15°. 12. а) 105°;б) 75°. 13. Луч О С -  биссектриса /А О И ; 
луч О й  -  / СОЕ; луч О Е - /И О В ;  луч ОИ -  /.АОВ.

11.2. 180°. 6. 160°; 150°; 135°; 90°. 7. 45°; 135°. 8. а) Нет; б) да; в) нет. 9. Да.
10. а) 140°; б) 45°; в) 45°. 11. а) 45°; б) 60°; в) 30°. 12. а) 40°; 140°; б) 55°; 125°;
в) 18°; 162°. 14. 140°, 40°. 140°. 15. Нет.

12. 6.1), 2), 3), 6). 7. Нет, может не упасть.
1 3 . 2. 1. 5. Сколько угодно. 8. 90°. 9. Нет. 10. Да.
1 4 . 4. 90°. 7. ОС. 8. 60°; 60°.
1 6 . 5. Тесты: 1. Е; 2. О; 3. й; 4. А; 5. Е; 6. В; 7. Е; 8. Е; 9. В; 10. В; 11. А; 12. О; 13. Е;

14. В; 15. А; 16. А; 17. В; 18. Е. 6. Задачи: 2. 90°. 3 .60°. 4. Нет. 5. Задача имеет2 
решения: 1)15°; 2) 65°. 6 .15°. 9. Нет. 10. Задача имеет 2 решения: 1) 0,5 и, 2) 5,9 а/.
11.а)ЛС = 9 и, ВС=6м; 6) А С =7,5 м, ВС =7,5м. в)АС=б м. ВС = 9м. 13. а) 15;
б) 21; в) 45 .15.1,3.16.6.17.4.30 или 7.30.18.6 .19. /А О В  =110°, /В О С  =70°;
б) /А О В =  36°, /В О С  =144°; в) 2^05=112°, /В О С =  68°; г) /А О В  = 150°, 
/В О С  = 30°. 20. 50°, 130°, 50°, 130°. 21. а) Се АВ; б) АеВС.

1 7 . 2-ая контрольная работа: 1. 106°. 2. 60°. 3. 48°.
18. 7. а) а, б. г, д, ж ; , б) в, е, з; в) в, е.
1 9 . 2. ()К; б) /К Р ( )  и /К (2Р \ в) / ( ^  или /Р ( )К ;  г) /Р О В . 4. а) прямой; б) острый;

в) равнобедренный; г) равносторонний; д) тупоугольный. 7. а) 3; б) 3; в) 3.
20. 7. В прямоугольном треугольнике 8. Да. 9. 3 .10. 9 11 .16.
2 1 . 11. 85°. 12. д) / И  = 35°, / С  = 62°. 13. Нет.
22. 2. При основании 3. 10. 4. о = 12, 6 = 8. 10. 8,8; 11.
23. 4.4. 11. А С = ВБ  = 7.
24. 6. /В А С  = /М А .Ч и /В А Ы  = /М А С . 9. 3.
25. 4. В равностороннем. 5. 10,4 см. 7. 8 см.
26. 4. / С  = 90°, 2 ^ = 3 0 ° , / В =  60°. 5. 10 см, 10 см.
27. 4. Тесты: 1. В; 2. О; 3. В; 4. Е; 5. й. 6. А. 5. Задачи: 7. Да. 11. 85°. 12. 48°.

13. 120°.
28. 1.10. 3. Зи  7§, 7±
29. 10. 22 см 11. 60°. 13. 120°.
30. 4. 4 см.
37. 7. Нет, нет. 10. Да.
38. 3. /1  = / 3  = /Ь  = / 7  = 117°, ^4  = / 8  = 63°. 4. 98°, 82°, 98°; 70°, 110°, 70°.
39. 5. а) Да; б) да; в) да; г) нет. 7. Может не пересечь один отрезок или может 

пересечь все.



40. 4. АЪ = А7 = 105°; А2 = А4 = А6 = А8 = 75°. 6. Нет.
41 . 7 .1) Правильно; 2) правильно; 3) правильно.
42. 5.45°.
43. 1. АА ВС . АСИА] АВАО: АБСВ. 3. А2 =50°; ^3  = 130°. 5. 110°; 70°. 6. 73°; 

73°. 7. 135°; 45°.
44. 5. а ) *  = 45°, 3 *=  135°;б)л: = 550, ; ’ = 125°. 6. а )х  = 108°; б) 55°. 8.45°; 135°.

9. 110°. 10. 84°, 84°.
45. 5.Тесты: 1. А; 2. В; 3.А; 4. Е; 5 . 6 .  □; 7. й; 8. В; 9. В. 6. Задачи: 2.66°. 4.180°. 5.55°.
46. 5-ая контрольная работа: 1. 34°, 146°, 146°. 3. 48°, 132°.
47. 2. 1. 3. 1. 4. а) Существует; б) не существует; в) не существует 5. а) 80°;

б) 25°; в) 45°; г) 45°. 6. а) 63°; б) 90°; в) 15°. 7. а) 80°, 50°; б) 30°; 60°; 90°;
в) 50°, 60°, 70°. 8. а) 65°; б) 45°; 90°; 45°. 9. а) 79°; б) 100°. 10. л: = 20°, у  = 50°.
12. 60°. 13. 60°, 60°, 60°. 14. 45°, 90°, 45°. 15. а) 50°, 80° или 65°, 65°; б) 60° 
и 60°; с) 37,5°; 37,5°.

48. 3. 60°, 45°, 75°. 4. 30°, 120°. 5. 75°. 6. 270°. 7. 90°. 8. 90°. 9. 110°. 10. 60°.
11. Может, один. 12. 360°.

49. 1. 50°; 90°; 40°. 2. 60°; 48°. 5. Могут. 6. 540°. 7. 24°, 36°, 60°. 9. а) 30°, 30°; 6)70°, 
40° или 55°, 55°. 10. а) 15°, 150°; б) 75°, 30°. 12.15°; 65°. 13. 30°. 14.67,5°.

50. 5. Гипотенуза в 2 раза больше катета, противолежащего углу 30°. 7. а) 4;
б) 6; в) 60°. 8. а) 5; б) 13,5; в) 9 .10. 8 и 16.

51. 3. а) Нет; б) нет; в) будет; г) нет. 4. а) Будет; б) будет; г) будет; д) нет; е) нет.
6. а) Будет; б) будет; г) будет; д) нет; е) будет.

52. 2. 7 см. 3. 7 см, 7 см
53. 2. Наибольший ААСВ, наименьший ААВС. 3. а) ААВС > АВАС > ААСВ, 

не может; б) ААСВ = ААВС < АВАС, может. 4. Основание, боковая сторона.
5. Нет. 6. а)В С > А С > А В \ б) В С < А С < А В . 7. Нет, нет. 8. 60°; 60°; 120°; 120°.
9. 0<АВ<60°. 10. Острый угол. 12. Гипотенуза.

54. 3. Нет. 4. а) Существует; б) нет; в) существует; г) существует. 5. а) 7; б) 10;
в) 8 или 5. 8. 7; 7; 11. 9. 6 .10. Треугольник или отрезок.

5 5 . 4. Тесты: 1. й; 2. В; 3. В; 4. В; 5. Е; 6. А; 7. Б; 8. А; 9. й; 10. А; 11. Б; 12. О. 
6 1 . 1. 20 см. 2. 20°. 3. 15°. 4. 30°. 5 .40°; 60°; 80°. 6. 1:2. 7. 76°. 8. 42°. 9. 21 °, 69°.

10. АЛОВ =122,5°. 11. 72°. 12. 46°.
63-64. 3. Остроугольный. 5. а) 92°; б) 42°. 6. 6; 6; 6; 60°. 8. 45°. 10. Отрезок.

11. Да. 12. 9 см. 15. 144°. 16. 54°. 17. 3,6 см. 19. 4 по 55° и 4 по 125°.
65-66. Тесты: 1. А; 2. Е; 3. й; 4. В; 5. Е; 6. А; 7. Е; 8. й. 9. В. 10. А. 11. А; 12.

13. В; 14. й; 15. Е; 16. А; 17. В; 18. Е; 19. А; 20. й. Задачи: 2. 12 см. 3. 12 см.
4. 34. 5. 2,8 см 6. 83°. 7. 15,6 см. 8. 55°. 10. 2 м или 16 м.
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Углы

В

Треугольники

С

Признаки равенства треугольников

Признак СУС
а в = а 1в1

АВАС= а!В хА хСх 
А С = А ХСХ

Признак УСУ

АВАС= / .ВХА ХСХ 
А С = А ХСХ 

^А С В =  А А ХСХВХ

Признак ССС

АВ = А ХВХ
в с = в хс х
А С =  А,С,

Сумма внутренних углов треугольника:

А А  + АВ  + АС =180°
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